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1 Введение
В данной работе приводится пример нетривиального эквивариантного произведения Масси.

Изучение произведений Масси в когомологиях момент-угол комплексов началось с работы [3].
Пусть K - симплициальный комплекс на множестве V из m элементов. В [5] построена ДГА-
модель эквивариантных когомологий ZK с действием координатного подтора TI ⊂ Tm, где I =
i1, . . . , ik ⊂ V . Везде в этой работе за k обозначается поле характеристики ноль или кольцо целых
чисел.

2 Предварительные сведения

2.1 Момент-угол комплекс
Определение 2.1. Симплициальный комплекс K на множестве вершин V (K) = [m] = 1, . . . ,m
- это набор подмножеств σ ⊂ [m] такой, что если σ ∈ K и τ ⊂ σ, то τ ∈ K. Такие подмножества
σ ∈ K называются симплексами. Для набора вершин J ⊂ [m] полный подкомплекс KJ определя-
ется как

KJ = {σ ∈ K : V (σ) ⊂ J} . (1)

Момент-угол комплексы впервые появились в работе Бухштабера и Панова [4], они являются
основным объектом изучения торической топологии.

Определение 2.2. Для симплициального комплекса K на [m] вершинах, момент-угол комплекс
ZK для K определяется как

ZK = ∪I∈K
(
D2, S1

)I ⊂
(
D2

)m (2)

где
(
D2, S1

)I
= Πm

i=1Yi для Yi = D2 если i ∈ I, и Yi = S1 если i /∈ I .

Нетрудно видеть, что в определении выше достаточно брать объединение по максимальным
симплексам.

Пример 2.1. Пусть симплекс K представляет собой две дизъюнктные точки. Момент-угол ком-
плекс для такого симплекса будет равен объединению двух полторий, склеенных по их границе
- тору S1 × S1, который соответствует пустому симплексу ∅ ∈ K.

ZK = D2 × S1
⋃

S1×S1

S1 ×D2

= ∂(D2 ×D2) = S3

В общем случае, если комплекс K это триангуляция сферы, то ZK является многообразием.

Теорема 2.1 ([4]). Если K - триангуляция n-мерной сферы на m вершинах, то ZK - (m+n−1)-
мерное замкнутое многобразие.

Утверждение 2.1 ([4]). Для сиплициального комплекса K на [m] вершинах существует изо-
морфизм градуированных алгебр

H∗(ZK) ∼= H(R∗(K)) ∼= Tork[m](k[K],k)

Также существуют изоморфизмы, функториальные по K, биградуированных алгебр

H∗,∗(ZK) ∼= TorZ[v1,...,vm] (Z[K, Z]) (3)
∼= H(Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d) (4)

где биградуировка и дифференциал в правой части определяются как

bideg ui = (−1, 2), bideg vi = (0, 2), dui = vi, dvi = 0.
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Теорема 2.2 (Теорема Хохштера [4]). Для сиплициального комплекса K на [m] вершинах вы-
полняется

Tor−i,2j
k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
=

⊕
J⊂[m] : |J|=j

H̃j−i−1(KJ ;k)

где мы полагаем H̃−1(K∅;k) = k .

2.2 Произведения Масси
Произведение Масси - это когомологическая операция высшего порядка, обобщающая ⌣-

произведение(произведение Колмогорова-Александера)([1]). Пусть a, b, c - элементы алгебры ко-
гомологий H∗(Γ) дифференциальной градуированной алгебры Γ, и пусть выполнено ab = bc =
0, тогда тройное произведение Масси ⟨a, b, c⟩ определяется как подмножество Hn(Γ), где n =
deg(a) + deg(b) + deg(c)− 1. Тройное произведение является частным случаем n-кратного:

Определение 2.3. Пусть (A, d) - дифференциальная градуированная алгебра с классами
αi ∈ Hpi(A, d) для 1 ≤ i ≤ n, ai,i ∈ Api - представители классов αi. Определяющей системой,
связанной с ⟨α1, . . . , αn⟩ называется множество элементов (ai,k) , 1 ≤ i ≤ k ≤ n (i, k) ̸= (1, n),
такое, что ai,k ∈ Api+...+pk−k+i и

d(ai,k) =

k−1∑
r=i

ai,rar+1,k (5)

где ai,r = (−1)1+deg(ai,r)ai,r Каждой определяющей системе, связанной с ⟨α1, . . . , αn⟩ сопоставля-
ется ассоциированный коцикл, который определяется как сумма

n−1∑
r=i

ai,rar+1,n ∈ Ap1+...+pn−n+2 (6)

n-кратным произведением Масси ⟨α1, . . . , αn⟩ называется множество классов когомологий ассо-
циированных коциклов для всех возможных определяющих систем.

Например, тройное произведение ⟨α1, α2, α3⟩ ∈ Hp1+p2+p3−1(A) определено когда α1α2 = 0 и
α2α3 = 0. Поскольку эти произведения равны нулю, можно выбрать коцепи a12 ∈ Ap1+p2−1 и a23 ∈
Ap2+p3−1 такие что d(a12) = (−1)1+p1a1a2 и d(a23) = (−1)1+p2a2a3. Тогда тройное произведение
Масси ⟨α1, α2, α3⟩ ∈ Hp1+p2+p3−1(A) представляет собой множество классов, представленных
цепями

(−1)p1+1a1a23 + (−1)p1+p2a12a3 ∈ Ap1+p2+p3−1 (7)

эта коцепь действительно является коциклом, поскольку

d((−1)p1+1a1a23 + (−1)p1+p2a12a3)

= (−1)p1+1(da1 · a23 + (−1)p1a1 · da23) + (−1)p1+p2
(
da12 · a3 + (−1)p1+p2−1a12 · da3

)
(−1)a1((−1)1+p2a2a3) + (−1)p1+p2(−1)1+p1a1a2a3

(−1)p2a1a2a3 + (−1)p2+1a1a2a3 = 0

2.3 Модель эквивариантных когомологий для действия координатного
подтора

Рассмотрим симплициальный комплекс K на множестве V из m элементов. В статье [5] была
получена формула для эквивариантных когомологий момент-угол комплекса ZK относительно

2



действий координатных подторов TI ⊂ Tm, где I = i1, . . . , ik ⊂ V . Имеем аддитивный изомор-
физм Z[v1, . . . , vm]-модулей

H∗
TI

∼= TorZ[v1,...,vm](Z[vi : i ∈ I], Z[K]) ∼= TorZ[vi:i∈I](Z, Z[K])

Применяя резольвенту Кошуля получаем ДГА-модель

(Λ[ui : i /∈ I]⊗ Z[K] d) dui = vi, dvi = 0 (8)

3 Нетривиальные произведения Масси
Рассмотрим многогранник на Рис. (1), обозначим его за P , и пусть KP - нерв-комплекс этого

многогранника. Тогда его кольцо граней представляется в виде

Z [KP ] = Z [v1, . . . , v6, w1, w2] /IKP
, (9)

где vi = 1, . . . , 6 это порождающие, происходящие от граней куба и w1, w2 - две новые порож-
дающие, соответствующие двум новым граням, появившимся после надрезания рёбер. Идеал
Стенли-Райснера

IKP
= (v1v2, v3v4, v5v6, w1w2, v1v3, v4v5, w1v3, w1v6, w2v2, w2v4) (10)

Соответствующие порождающие внешней алгебры в R∗ (KP ) обозначим u1, . . . , u6, u7, u8; они удо-
влетворяют условиям dui = vi для 1 ≤ i ≤ 6 и du7 = w1, du8 = w2

Рисунок 1: Куб с надрезанными гранями

Существует([2], с.170) нетривиальное тройное произведение классов α, β, γ ∈ H−1,4 [R∗ (KP )],
где α, β, γ представлены соответственно классами

a = v1u2, b = v3u4, c = v5u6

Чтобы понять, существуют ли у ZKP
эквивариантные произведения масси, посмотрим, сохра-

няется ли вышеописанное произведение при действии тора по каким-либо координатам. Иными
словами: для каких I ⊂ [v1, . . . , v6, w1, w2] можно действовать тором TI на ZKP

так, чтобы про-
изведение продолжало существовать? Сравнивая (3) и (8), можно сказать следующее: при I = ∅
верна формула (3), при добавлении же новых координат в число тех, по которым действует тор,
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исчезают соответствующие компоненты во внешней алгебре, тем самым мы получаем форму-
лу (8). Чтобы использовать это наблюдение, перепишем ещё раз выражения для коциклов и их
произведений в терминах Tor-алгебры:

ДГА-модель когомологий момент-угол комплекса будет равна

H∗(ZK) = (Λ[u1, u2, . . . , u6, u7, u8])⊗ Z[K], d) , (11)

В формуле выше dui = vi для 1 ≤ i ≤ 6, и du7 = w1, du8 = w2.
Поскольку v1v3 ∈ IK, то в R∗(K) имеем ab = v1v3u2u4 = 0, поэтому среди элементов e таких,

что de = ab можем взять e = 0. Далее: bc = v3v5u4u6, возьмём f = v5u3u4u6, df = bc, тогда
получаем, что коцикл, определяющий тройное произведение, будет равен

af + ec = v1v5u2u3u4u6

Нетрудно видеть, что если в алгебре (11) убрать внешние образующие u1, u5, u7, u8, то в ней
останутся верными приведённые выше рассуждения, и поэтому построенное в [2] тройное произ-
ведение будет определено в эквивариантных когомологиях H∗

T1578
(ZK). Оно будет нетривиальным,

поскольку было нетривиальным в исходной алгебре H∗(ZK). Иными словами, произведение Мас-
си не содержало нуля, и значит, не может его содержать в алгебре, получающейся из исходной
удалением некоторых образующих.
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