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Введение

В геометрической теории групп одной из наиболее интересных и важных задач является построение
многообразий как фактор—пространств по действию групп (см. [1]). Широкий класс многообразий мож-
но получить, рассматривая в качестве таких групп отражения относительно сторон многоугольника в
некотором пространстве. На плоскости Лобачевского существуют многоугольники, рёбра которых пере-
секаются под нулевым углом —идеальные многоугольники (см. [2]). Группа, порождаемая отражениями
относительно его сторон, изоморфна свободному произведению групп Z2.

Данная работа посвящена поверхностям, получаемым из отражений идеальных многоугольников, и
их свойствам. В первом разделе приводятся начальные сведения и необходимые конструкции. Во втором
разделе рассматриваются некотрые простые примеры построения поверхностей. Общие свойства поверх-
ностей — ориентируемость, род, количество проколов — описаны в третьем разделе.

1. Предварительные сведения

Пусть P — идеальный m–угольник в двумерном пространстве Лобачевского L2 , т.е. все его вершины
лежат на абсолюте. Стороны P будем в дальнейшем обозначать как a1,. . . ,am.

Конструкция 1.1. Пусть R(P )— группа, порождённая отражениями gi относительно сторон ai. Нас
будут интересовать гладкие многообразия(поверхности) M, получаемые факторизацией L2 по ядру
сюръективного гомоморфизма φ : R(P )→ Zk2 , где k = 1,m:

M def
= L2/Kerφ (1)

Род поверхности g и её эйлерова характеристика χ связаны известным соотношением:

g = 1− χ

2
(2)

Проколы возникают в результате отражения вершин на абсолюте.

2. Примеры построения M

Перед доказательством общих утверждений рассмотрим два простых примера конструирования мно-
гообразий из отражений многоугольников.

Пример 2.1.

Пусть P—прямоугольный многоугольник; k = m, т.е. φ является отображением абеленизации. Для
случая двумерных многообразий, которым посвящена эта работа, задача сводится к нахождению рода
поверхности g. Фундаметнальная область Kerφ представляют из себя 2m прямоугольных многоугольни-
ков, получаемых из прямоугольного многоугольника последовательными отражениями относительно его
сторон. Тогда факторпространство будет результатом склейки тех ребер фундаментальной области, ко-
торые переводятся друг в друга элементами группы. Так как углы многоугольников прямые, в каждой
вершине сходятся по четыре многоугольника. Также,(из замкнутости) очевидно, что каждое ребро скле-
ивается ровно с одним другим. Следовательно, можно легко вычислить эйлерову характеристику этого
многообразия:

χ = m
2m

4
−m 2m

2
+ 2m = (4−m)2m−2 (3)

Откуда, по формуле (2) cразу получаем род поверхности

g = 1 + (m− 4)2m−3 (4)
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Заметим, что ни одна из вершин многоугольника P не лежит на абсолюте, поэтому проколы при склейке
его отражений не образуются.

Пример 2.2.

Теперь пусть P–идеальный треугольник (m = 3), а k = 1. В этом случае отображение φ : R(P ) → Z2

осуществляется единственным образом:

g1 7−→ e1

g2 7−→ e1

g3 7−→ e1

Тогда M будет представлять собой два треугольника со склейкой сторон, обозначенных одной буквой.

Рис. 1. Иллюстация к примеру 2.2. Поверхность, получаемая в результате склейки рёбер, обозначенных
одинаковыми буквами — сфера с тремя проколами.

Результатом склейки будет сфера (g = 0) c тремя проколами (p = 3).

3. ХарактеристикиM — ориентируемость, род, количество проко-

лов

Сперва исследуем ориентируемость интересующих нас многообразий в терминах отображения φ, пе-
реводящего порождающие элементы группы R(P) в группу Zk2 . Рассмотрим фиксированную сторону ak
и соответствующую сторону многоугольника, являющегося результатом отражения относительно одной
из других сторон , которую обозначим тоже ak — см. Рис.2. Очевидно, что при слейке этих двух сторон
никаких перекручиваний, и, следовательно, неориентируемостей не возникает.

Теперь рассмотрим сторону ak, получающуюся в результате двух последовательных отражений — см.
Рис.3. Если теперь мы склеим ее со стороной ak многоугольника P , то возникнет перекручивание, и
полученное таким образом многообразие будет неориентированным.

Итак, неориентируемость возникает, если ребро многоугольникаG1(P )фундаментальной области скле-
ивается с ребром многоугольника G2(P ), имеющим ту же ориентацию. Поскольку ориентация многоуголь-
ника меняется каждый раз при последовательных отражениях, то длины приведенных слов G1 и G2 будут
иметь одинаковую четность.
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Рис. 2. Склейка сторон ak не приводит к перекручиванию.

Рис. 3. Склейка сторон ak приводит к перекручиванию

Лемма 3.1. Многообразие M, определённое в соответсвии с (1) —неориентируемое тогда и только
тогда, когда Kerφ содержит приведенные слова нечетной длины.

Доказательство. • Необходимость. Пусть M— неориентируемое. Тогда факторизуются два ребра
фундаментальной области gi1 . . . gir (ak) и gj1 . . . .gjs(ak). Причем, r и s имеют одинаковую четность. И
gi1 . . . gir ...gjs ...gj1 /∈ Kerφ, иначе только один из многоугольников gi1 . . . gir (P ) и gj1 . . . .gjs(P ) входил
бы в фундаментальную область. Следовательно, k ∈ {i1,. . . ir}∪{j1, . . . js} . Пусть k лежит в первом
наборе. Тогда, слово gi1 . . . ĝk. . . girgjs . . . gj1 (нечетное) ∈ Kerφ.

• Достаточность. Аналогично, если в Kerφ есть слово нечетной длины
gi1 ...girgjs ...gj1 , то ребро gi1 . . . gir (ak) склеивается с gj1 . . . .gjs(ak), причем k ∈ {i1,. . . ir} ∪ {j1, . . . js}.
Пусть k лежит в первом наборе. Тогда, так как gi1 . . . gir (ak) эквивалентно gi1 ...ĝk. . . gir (ak), получа-
ем, что ребро gi1 ...ĝk. . . gir (ak) склеивается с ребром gj1 . . . .gjs(ak). Изначально слово gi1 . . . girgjs ...gj1
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было нечетным, поэтому слова, которые действуют на ak имеют длину одинаковой четности. Сле-
довательно,M неориентируемо.

Примером ориентируемогоM является полученная выше сфера. Приведем пример неориентируемого
многообразия, получаемого описанным выше способом.

Пример 3.2.

Пусть P—треугольник, k = 2, a φ задается следующими отображениями:

g1 7−→ e1

g2 7−→ e2

g3 7−→ e1 + e2

Фундаментальная область показана на Рис.4. В результате склейки получается вещественная проективная
плоскость RP2 с тремя проколами.

Рис. 4. Иллюстрация к примеру 3.2. В данном случае результатом склейки сторон, обозначенных одной
буквой будет вещественная проективная плоскость с тремя проколами.

Лемма 3.3. Пусть многообразиеM определено в соответсвии с (1) и дополнительно k = m. Тогда для
рода g (M) и количества проколов p (M) верны следующие соотношения:

g = 1 + 2m−3 (m− 4) (5)

p = m2m−2 (6)

Доказательство. Поскольку φ—отображение абеленизации, то Kerφ — это коммутант группы R(P ) —
[R(P ), R(P )]. L2/Kerφ представляет собой 2m копий многоугольника P , склеивающихся по четыре в каж-
дой вершине. Количество вершин (m2m−2) при этом совпадает с числом проколов, откуда получаем со-
отношение (6). Подсчет эйлеровой характеристики этого многообразия дает:

χ = m
2m

4
−m 2m

2
+ 2m = (4−m)2m−2 (7)

Используя формулу (2), получаем формулу (5).

Теперь перейдём к доказательству общего утверждения
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Теорема 3.4. Пусть P—идеальный m—угольник со сторонами a1,...,am на плоскости Лобачевского L2;
R(P ) — группа, порождаемая отражениям gi относительно сторон ai; φ : R(P ) → Zk2 — сюръектив-
ный гомоморфизм; многообразиеM определено в соответсвии с (1). Тогда для рода g(M) и количества
проколов p(M) верны следующие соотношения:

g = 1 + 2k−3 (l − 4) (8)

p = 2k−2 (2m− l) (9)

где m− l— число соседних элементов gi, gi+1, отображаемых φ в один элемент Zk2 .

Доказательство. L2/Kerφ можно разветвленно накрыть L2/[R(P ),R(P )] с количеством листов накрытия
равным 2m−k. Причем точки ветвления будут в вершинах пересечения ребер ai, ai+1 , eсли gigi+1 ∈ Kerφ,
а степень отображения в этих точках будет в два раза меньше.

Например (см. Рис.5), если в ядре есть слово g2g3, то точка B накрывается разветвленно, с индексом
накрытия в два раза меньше, чем 2m−k. Поскольку точка A является пересечением ребер, порождающих
эти элементы.

Рис. 5. К доказательству теоремы 3.4. Точка A разветвлённо накрывает точку B.

Пусть m−l — общее количество пар таких пересекающихся и одинаково отображающихся ребер. Тогда
можно посчитать количество проколов (вершин) накрываемого пространства:

p = (m− l) 2m−2

2m−k−1
+ l

2m−2

2m−k
= 2k−2 (2m− l) (10)

а эйлерова характеристика соответственно равна

χ = p−m 2k−1 + 2k, (11)

тем самым получаем выражение для рода

g = 1 + 2k−3 (l − 4) (12)
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Оценка для l:

1) Пусть k = 1. Тогда имеется ровно одна возможность для отображения φ —все элементы R(P ) пере-
водятся в один базисный элемент в e1 ∈ Z2. тогда m− l = m откуда l = 0

2) Пусть k = 2. Тогда образами g1, ...gk отображения φ, в случае ориентированных многообразий
L2/Kerφ, являются базисные элементы в Z2

2 — e1 и e2. Cледовательно, l в этом случае — это ко-
личество соседних элементов gi, gi+1, переводимых в различные элементы Z2

2. Очевидно, что оно
четно.

3) Пусть k ≥ 3. Очевидно, что l ≤ m. Из сюръективности φ следует, что l ≥ k

Неориентируемые многообразияM′ можно получить, двулистно накрывая их ориентируемыми. Тогда,

χ(M′) = χ(M)

2
= 2k−3(4− l) = 2− g′ (13)

p′ =
p

2
= 2k−3(2m− l) (14)

где g′,p′—соответственно неориентируемый род и количество проколов многообразияM′.
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