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Ââåäåíèå

Â 1979 ãîäó Ò. Äæîãåðñåí ïðåäîñòàâèë ïåðâûå ïðèìåðû ãèïåðáîëè÷åñêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé íàä îêðóæ-

íîñòüþ. Â 2012 Àãîë, áàçèðóÿñü íà ðàáîòàõ Âàéçà, ïîëîæèòåëüíî îòâåòèë íà âîïðîñ Òåðñòîíà, äîêàçàâ,

÷òî êàæäîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàêðûâàåòñÿ ñ êîíå÷íûì èíäåêñîì íåêèì ãèïåðáîëè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì, ðàññëàèâàþùèìñÿ íàä îêðóæíîñòüþ. Â ýòîé ðàáîòå â êà÷åñòâå òàêèõ çàìêíóòûõ ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ýéëåíáåðãà � Ìàêëåéíà òèïà K(RC ′P , 1), ãäå

RC ′P � êîììóòàíò ãðóïïû Êîêñòåðà, ïîðîæäåííîé îòðàæåíèÿìè â ãèïåðãðàíÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî ìíîãî-

ãðàííèêà P . Òàê êàê èç òåîðåìû Ãàóññà-Áîííå ñëåäóåò, ÷òî ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ ñóùåñòâóåò äëÿ

çàìêíóòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé òîëüêî íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, à îãðàíè÷åííûå ïðÿìîóãîëüíûå

ìíîãîãðàííèêè ñóùåñòâóþò òîëüêî â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå 5, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî

òðåõìåðíûå ïðÿìîóãîëüíûå ìíîãîãðàííèêè.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãðóïïà RCΓ âèäà

RCΓ = 〈g1, ..., gm|gi2 = e, (gigj)
2 = e äëÿ íåêîòîðûõ ïàð (i, j)〉

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïîé Êîêñòåðà.

Ãðóïïà RCΓ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàôîì Γ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, òàêèì, ÷òî

V (Γ) = {v1, ..., vm, ãäå vi âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò gi ïîðîæäàþùåé ãðóïïû }

E (Γ) =
{

(vi, vj) , åñëè (gigj)
2

= e
}

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûõ ãðóïï Êîêñòåðà ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ãðóïïû îòðàæåíèé â

ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Ln. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ îòðàæåíèÿìè â ãèïåðãðàíÿõ ìíîãî-

ãðàííèêà, âîññòàíàâëèâàåìîãî èç ãðóïïû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè. Òàêèå ãðóïïû áóäóò

îáîçíà÷àòüñÿ êàê RCP , ãäå P - ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîãðàííèê, à ãðàô Γ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ãðàô

ñìåæíîñòè ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P , èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ðåáåðíûé îñòîâ äâîéñòâåííîãî ê P ìíîãîãðàí-

íèêà P ∗.

Êîíñòðóêöèÿ 1.2. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] è

(X,A) = {(X1, A1) , . . . , (Xm, Am)} (1)

- íàáîð èç m ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè pt ∈ Ai ⊂ Xi , äëÿ êàæäîãî

ïîäìíîæåñòâà I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X,A)
I

=

{
(x1, . . . , xm) ∈

m∏
k=1

Xk : xk ∈ Akïðè k /∈ I

}

è îïðåäåëèì ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà (X,A) ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñó K , êàê

(X,A)
K

=
⋃

I∈K

(X,A)
I

=
⋃

I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
i∈I

Ai

)

Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïàðû (Xi, Ai) îäèíàêîâû, ò.å. Xi = X è Ai = A ïðè i = 1, . . . ,m, ìû èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèå (X,A)
K

âìåñòî (X,A)
K
.

Ïóñòü (X,A) =
(
D1, S0

)
, ãäå D1 � îòðåçîê (óäîáíî ðàññìàòðèâàòü îòðåçîê [−1, 1]), à S0 � åãî ãðàíèöà,

ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ òî÷åê. Ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå
(
D1, S0

)K
èçâåñòíî êàê âåùåñòâåííûé ìîìåíò
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óãîë êîìïëåêñ (ñì. [2]) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç RK .

Â ñëó÷àå, êîãäà |K | ãîìåîìîðôíî ñôåðå, RK ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Áîëåå òîãî,

ìíîãîîáðàçèå RK èìååò êàíîíè÷åñêóþ ãëàäêóþ ñòðóêòóðó â ñëó÷àå, êîãäà |K | ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé âûïóê-
ëîãî ìíîãîãðàííèêà. Â ýòîì ñëó÷àå RK ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì àáåëåâûì íàêðûòèåì íàä äâîéñòâåííûì

ìíîãîãðàííèêîì P .

Ïðåäëîæåíèå 1.3. [2] Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ, ÿâëÿþùèéñÿ

ôëàãèçàöèåé Γ; RK � ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå, à RCΓ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) RK ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷åñêèì;

2) ãðóïïà π1 (RK ) èçîìîðôíà êîììóòàíòó RC ′Γ.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîãðàííèêó P óíèâåðñàëüíîå àáåëåâî íàêðûòèå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê RP . Òàêèì

îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê, RP �- ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâèìîå êàê êóáè÷åñêèé

ïîäêîìïëåêñ êóáà, ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà (RC ′P , 1). Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå

íàä RK òàêæå íàñëåäóåò ñòðóêòóðó êóáè÷åñêîãî êîìïëåêñà è èçâåñòíî èç [5] êàê êîìïëåêñ Äýâèñà X̃Γ.

Çàìåòèì, ÷òî åãî 1-îñòîâ ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì Êýëè ãðóïïû RCΓ.

2. Ðàññëîåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ

Òåîðåìà 2.1. (Ä.Ñòîëëèíãñ) Íåïðèâîäèìîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå M ðàññëàèâàåòñÿ íàä îêðóæíî-

ñòüþ S1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì h : π1 (M) −→ Z, ÿäðî êîòîðîãî êîíå÷íî
ïîðîæäåíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äèàãîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì [0, 1]
d −→ S1, îïðåäåëåííûì íà d-ìåðíîì êóáå, íàçû-

âàåòñÿ îãðàíè÷åíèå êîìïîçèöèè Rd −→ R −→ S1, ãäå ïåðâîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ êàê (x1, ..., xd) 7−→
d∑

i=1

±xi, à âòîðîå îòîáðàæåíèå � ýòî còàíäàðòíîå íàêðûòèå. Äèàãîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì íà êóáè÷å-

ñêîì êîìïëåêñå X −→ S1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êàæäûé èç êóáîâ êîìïëåêñà

ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ψ : X −→ S1 èç [1] èçâåñòíî, ÷òî îíî ïîäíèìàåòñÿ äî îòîáðà-

æåíèé óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé ψ̃ : X̃ −→ R. (d− 1)-ñèìïëåêñ link(x) (x ∈ X̃(0)) íàçîâåì âîçðàñòàþùèì

(óáûâàþùèì), åñëè îãðàíè÷åíèå ψ̃ íà ñîîòâåòñòâóþùèé êóá èìååò ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â x. Âîçðàñ-

òàþùèì ëèíêîì link↑(x) (óáûâàþùèì link↓(x)) íàçûâàåòñÿ ïîäêîìïëåêñ â link(x), ñîñòîÿùèé èç âñåõ

âîçðàñòàþùèõ (óáûâàþùèõ) âåðøèí è ðåáåð.

Òåîðåìà 2.3. [1] Åñëè êàæäûé âîçðàñòàþùèé è óáûâàþùèé ëèíê íå ïóñò è ñâÿçåí, òî ψ∗ : π1 (X) −→ Z
ýïèìîðôèçì è Kerψ∗ êîíå÷íî ïîðîæäåíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êóáè÷åñêîì êîìïëåêñå X äîñòàòî÷íî âûáðàòü îðèåí-

òàöèþ íà êàæäîì èç åãî ðåáåð òàê, ÷òî åñëè äâà ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè ðåáðàìè êàêîãî-òî

èç êâàäðàòîâ êîìïëåêñà, òî íàïðàâëåíèå íà íèõ âûáðàíî îäèíàêîâî (òàêàÿ îðèåíòàöèÿ ðåáåð íàçûâàåò-

ñÿ êîãåðåíòíîé). Òîãäà êàæäûé l-êóá ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ [0, 1]
l
, òàê ÷òî îðèåíòàöèÿ ðåáåð ñîâïàäàåò

ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé [0, 1]. Íà êàæäîì êóáå îïðåäåëèì äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå [0, 1]
l −→ S1

òàê, ÷òî ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ýòî (x1, ..., xl) 7−→ x1 + ... + xl. Âñå òàêèå îòîáðàæåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ â

êóñî÷íî-ëèíåéíîå äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íà êîìïëåêñå X.

3. Êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé JNW

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, Γ � ãðàô, îïðåäåëÿþùèé ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó êîêñòåðà RCΓ. Íàçîâåì S ⊂
V (Γ) ïðàâèëüíûì ïîäìíîæåñòâîì, åñëè îáà ãðàôà, èíäóöèðîâàííûå ïîäìíîæåñòâàìè S è V (Γ) \ S íå
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à) á)

Ðèñ. 1. Îðèåíòàöèÿ ðåáåð ãðàíè : à) � êîãåðåíòíîå íàïðàâëåíèå ðåáåð, á) � íåêîãåðåíòíîå íàïðàâëåíèå
ðåáåð

ïóñòû è ñâÿçíû. Äëÿ êàæäîé èç âåðøèí v ∈ V (Γ) âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî mv ⊆ V (Γ) òàê, ÷òîáû îíî

óäîâëåòâîðÿëî äâóì ñâîéñòâàì:

1) v ∈ mv;

2) åñëè v è w ñîåäèíåíû ðåáðîì â Γ, òî w /∈ mv.

Òàêèå ïîäìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü íàáîðàìè. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûì âåðøèíàì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü

îäèí è òîò æå íàáîð. Ïóñòü A = Z|V (Γ)|
2 - àáåëèíèçàöèÿ ãðóïïû RCΓ. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû ìîæíî

(áèåêòèâíî) ñîïîñòàâèòü ñ ïîäìíîæåñòâàìè V (Γ), à ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ � ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðóïïó M ≤ A, ïîðîæäåííóþ âñåìè íàáîðàìè mv.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû M íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ V (Γ), ïîëó÷àþùååñÿ èç äåéñòâèÿ M íà A

ëåâûìè ñäâèãàìè. Ìíîæåñòâî íàáîðîâ {mv : v ∈ V (Γ)} íàçîâåì ïðàâèëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò M-îðáèòà,

âñå ýëåìåíòû êîòîðîé � ïðàâèëüíûå ïîäìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 3.1. Ïðèìåð ïðàâèëüíîãî ìíîæåñòâà íàáîðîâ.

Ðàññìîòðèì ãðàô Γ = . Äëÿ êàæäîé èç âåðøèí v1, v2, v3, v4 âûáåðåì íàáîð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mv1 = mv3 = {v1, v3} , mv2 = v2, mv4 = v4

m1 = ,m2 = ,m3 =

Ýòî ïðàâèëüíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò îðáèòà èç ïðàâèëüíûõ ïîäìíîæåñòâ:

S = , m1S = , m2S = , m3S =

m2m3S = , m1m2S = , m1m3S = , m1m2m3S =

Çàìåòèì, ÷òî îðáèòà S′ = ñîäåðæèò íåïðàâèëüíîå ïîäìíîæåñòâî m2S
′ =

Êîíñòðóêöèÿ 3.2. Ãîìîìîðôèçì èç êîììóòàíòà ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû Êîêñòåðà â Z.

Ïóñòü èìååòñÿ ïðàâèëüíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ {mv : v ∈ V (Γ)} , M � ïîðîæäåííàÿ èì ãðóïïà. À S �

ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, âñå ýëåìåíòû M-îðáèòû êîòîðîãî � ïðàâèëüíûå ïîäìíîæåñòâà. Ïîñòðîèì îòîáðà-

æåíèå, îïðåäåëåííîå íà 0-êóáàõ (âåðøèíàõ) êóáè÷åñêîãî êîìïëåêña X̃Γ h0 : X̃
(0)
Γ −→ Z òàê, ÷òî âåðøèíà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíèöå ãðóïïû RCΓ îòîáðàæàåòñÿ â 0: h0(e) = 0. Âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîðîæ-

äàþùåé ãðóïïû gi, îòîáðàæàåòñÿ â 1, åñëè vi ∈ S è â -1 â èíîì ñëó÷àå. Íà îñòàëüíûõ âåðøèíàõ êîìïëåêñà

5



X̃Γ äîîïðåäåëèì h0 ñëåäóùèì îáðàçîì:

h0

(
gi1 ...gikgik+1

)
= h0 (gi1 ...gik) + 1, åñëè vik+1

∈ mvi1
...mvik

S

h0

(
gi1 ...gikgik+1

)
= h0 (gi1 ...gik)− 1, åñëè vik+1

/∈ mvi1
...mvik

S

Çàìåòèì, ÷òî h0(g2
i ) = 0, òàê êàê åñëè vi ∈ S, òî vi /∈ mvS (câîéñòâî 1 â îïðåäåëåíèè íàáîðà) è íàîáîðîò.

Òàêæå âåðíî:

gigj = gjgi ⇒ vj /∈ mvi (ñâîéñòâî 2 â îïðåäåëåíèè íàáîðà)

h0 (ggigj)− h0 (ggi) = h0 (ggj)− h0 (g)⇒ h0 (ggigj) = h0 (ggigj)

Òàêèì îáðàçîì ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèëè h0 íà âñåõ X̃
(0)
Γ .

Ðàññìîòðèì RC ′Γ êàê ïîäìíîæåñòâî X̃
(0)
Γ . Òàê êàê â ëþáîì g = gi1 ...gik ∈ RC ′Γ êàæäàÿ ïîðîæäàþùàÿ

âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàç, òî mg = mvi1
...mvik

= 0. Cëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ RCΓ :

h0 (gx) = h0 (g) + h0 (x). h0 îãðàíè÷èâàåòñÿ íà RC
′
Γ êàê ãîìîìîðôèçì h : RC ′Γ −→ Z.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü äëÿ Γ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ, òîãäà ñóùåñòâóåò ýïèìîð-

ôèçì h : RC ′Γ −→ Z ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ÿäðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåäåëèì h0 êàê â êîíñòðóêöèè âûøå. Îðèåíòèðóåì ðåáðà X̃Γ òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå

íà êàæäîì ðåáðå áûëî èç âåðøèíû ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì h0 ê âåðøèíå ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì h0. Çàìå-

òèì, ÷òî òàêàÿ îðèåíòàöèÿ áóäåò êîãåðåíòíîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû êîìïëåêñà g ñîîòâåòñòâóþùåé

ýëåìåíòó ãðóïïû g = gi1 ...gir âîçðàñòàþùèé link↑(g) áóäåò èçîìîðôåí ïîäãðàôó Γ íà âåðøèíàõ mgS, ãäå

mg = mvi1
...mvi1

∈ M, à óáûâàþùèé link↓(g) �ïîäãðàôó íà âåðøèíàõ V (Γ) \ mgS. Òàê êàê ìíîæåñòâî

íàáîðîâ {mv : v ∈ V (Γ)} � ïðàâèëüíîå, äëÿ êàæäîé âåðøèíû óáûâàþùèé è âîçðàñòàþùèé ëèíêè ñâÿçíû.

Èç ñâÿçíîñòè óáûâàþùèõ è âîçðàñòàþùèõ ëèíêîâ äëÿ êàæäîé âåðøèíû X̃Γ ïî òåîðåìå Áåñòâèíà ñëåäóåò,

÷òî h-ýïèìîðôèçì ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ÿäðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàêëþ÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô ñìåæíîñòè ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíîãî 3-ìíîãîãðàííèêà

P äîïóñêàåò ïðàâèëüíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ñóùåñòâóåò ðàññëîåíèå: RP −→ S1.

Ïðèìåð 3.4. Ïðèìåð ïðàâèëüíîãî ìíîæåñòâà íàáîðîâ äëÿ äîäåêàýäðà

Ïóñòü Γ - ãðàô ñìåæíîñòè ãðàíåé äîäåêàýäðà (ðåáåðíûé îñòîâ èêîñàýäðà), âåðøèíû êîòîðîãî ðàñêðà-

øåíû â öâåòà (ðèñóíîê). Êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ V (Γ) íå ñîåäèíåíà ðåáðîì íè ñ îäíîé âåðøèíîé ðîâíî

îäíîãî öâåòà ci. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âûáåðåì íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 4-õ âåðøèí - v, âåðøèíà òîãî æå

öâåòà, ÷òî è v è äâå âåðøèíû öâåòà ci. Òîãäà äëÿ ïðàâèëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî èç ðîâíî îäíîé

âåðøèíû êàæäîãî öâåòà, òàêîé íàáîð áóäåò ïðàâèëüíûì.

Ðèñ. 2. Ãðàô ñìåæíîñòè ãðàíåé äîäåêàýäðà

Âàæíûì êëàññîì êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîãîãðàííèêîâ, ðåàëèçóåìûõ êàê ïðÿìîóãîëüíûå ìíîãîãðàííèêè

â ïðîñòðàíñòâå L3, ÿâëÿþòñÿ k-áî÷êè (èëè ìíîãîãðàííèêè Ëåáåëÿ). Îíè óñòðîåíû êàê äâå k-óãîëüíûå

ãðàíè, êàæäóþ èç êîòîðûõ îêðóæàåò k-ïîÿñ èç ïÿòèóãîëüíèêîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 3.5. Äëÿ ëþáîé k-áî÷êè, ãðàô ñìåæíîñòè åå ãðàíåé äîïóñêàåò ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ

íàáîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cëó÷àé, êîãäà k = 5, áûë ïðèâåäåí âûøå. Ïóñòü k ≥ 6. Îáîçíà÷èì êàê Γ ãðàô ñìåæ-

íîñòè ãðàíåé k-áî÷êè è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó ýòîãî ãðàôà â k + 1 öâåò :

• Âåðøèíû {v∗, w∗} äâîéñòâåííûå ê k-óãîëüíûì ãðàíÿì ðàñêðàñèì â öâåò c∗.

• Ïóñòü v1, ..., vk è w1, ..., wk � âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ñ v∗ è w∗ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîíóìåðóåì èõ

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû wi áûëà ñîåäèíåíà ñ vi−2 è vi−1 äëÿ êàæäîãî i (mod k). Êàæäóþ ïàðó {vi, wi}
ðàñêðàñèì â öâåò ci

Òåïåðü âûáåðåì íàáîðû äëÿ êàæäîé èç âåðøèí. Ïóñòü öâåòà c∗, ci äëÿ i /∈
{

1,
[
n
2

]}
ñîîòâåòñòâóþò

íàáîðàì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí. Åùå îäèí íàáîð ïóñòü ñîñòîÿò èç âåðøèí
{
v1, w[n

2 ], w1, v[n
2 ]

}
. Âûáåðåì

ïðàâèëüíîå ïîäìíîæåñòâî S = {v∗, w1, v2, ..., vk}. Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà mS èëè V (Γ) \ mS, ãäå
m ∈ M áóäåò ñîäåðæàòü: ðîâíî îäíó èç âåðøèí {v∗, w∗}, ðîâíî îäíó âåðøèí {vi, wi} äëÿ êàæäîãî i /∈{

1, [n2 ]
}
, è ëèáî

{
v1, w[n

2 ]

}
ëèáî

{
w1, v[ n2 ]

}
. Ïóñòü S ëþáîå èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî ãðàô,

èíäóöèðîâàííûé S ñâÿçåí. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì êàê V = {v1, ..., vk} è W = {w1, ..., wk}. Çàìåòèì, ÷òî
òàê êàê îäíà èç âåðøèí {v∗, w∗} ëåæèò â ìíîæåñòâå S , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí

V ∩ S ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç W ∩ S è íàîáîðîò, êàæäàÿ èç

âåðøèí W ∩S ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç V ∩S. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
{vi, vi+1, ..., vk} ⊂ V ∩ S, òàê ÷òî vi−1 /∈ V ∩ S. Òàê êàê õîòÿ áû îäíîé èç âåðøèí V (v1 èëè v[n

2 ] íåò

â V ∩ S, äëÿ ëþáîé èç âåðøèí V ∩ S ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí). Òàê êàê

vi−1 /∈ S,cëåäîâàòåëüíî wi−1 ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç âåðøèí V ∩ S ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç W ∩ S. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí W ∩ S
ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç V ∩S. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òàêèå ãðàôû íà

ìíîæåñòâàõ âèäà mS, V (Γ) \mS ñâÿçíû.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïóñòü P è Q äâà ïðîñòûõ 3-ìíîãîãðàííèêà, ñ k-óãîëüíûìè ãðàíÿìè G1 è G2. Íà-

çîâåì ìíîãîãðàííèê R - ñâÿçíîé ñóììîé ìíîãîãðàííèêîâ P è Q (R = P]Q), åñëè R ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì

ñêëåéêè P è Q âäîëü ãðàíåé G1 è G2 è ïîñëåäóþùåãî óäàëåíèÿ ýòîé ãðàíè âìåñòå ñ ïðèíàäëåæàùèìè

åé ðåáðàìè.

Èç [2] èçâåñòíî, ÷òî åñëè ó P è Q ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ â L3, òî è R òîæå ðåàëèçóåì â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå êàê ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ïðèìåíèòü êðèòåðèé

ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññëîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ íàä îêðóæíîñòüþ íà åùå îäèí òèï ïðÿìîóãîëüíûõ

ìíîãîãðàííèêîâ. À èìåííî íà ñâÿçíûå ñóììû n (n ≥ 1) îäèíàêîâûõ k-áî÷åê (k ≥ 6) âäîëü èõ k-óãîëüíûõ

ãðàíåé. Òàêèå ìíîãîãðàííèêè áóäåì îáîçíà÷àòü Rn
k . Îíè ñîñòîÿò èç äâóõ k-óãîëüíûõ ãðàíåé, äâóõ k-ïîÿcîâ

èç 5-óãîëüíèêîâ, îêðóæàþùèõ äâå ýòè ãðàíè è n − 1 k-ïîÿñîâ èç øåñòèóãîëüíèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó

äâóõ k-ïîÿñîâ èç ïÿòèóãîëüíèêîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Äëÿ ëþáîãî k ≥ 6, ëþáîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ íàáîðîâ äëÿ

ãðàôà ñìåæíîñòåé ìíîãîãðàííèêà Rn
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ - ãðàô ñìåæíîñòè ãðàíåé Rn
k . Îáîçíà÷èì êàê {v∗, w∗} âåðøèíû äâîéñòâåííûå

ê k-óãîëüíûì ãðàíÿì. Çàíóìåðóåì ïîÿñà Bi ìíîãîãðàííèêà R
n
k òàê, ÷òî B1 ýòî ïîÿñ, îêðóæàþùèé ãðàíü

äâîéñòâåííóþ ê v∗, Bn+1 ýòî ïîÿñ, îêðóæàþùèé ãðàíü, äâîéñòâåííóþ ê w∗, à Bi ïîÿñ ëåæèò ìåæäó Bi−1 è

Bi+1. Äàëåå, ìíîæåñòâî âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåå ïîÿñó ñ íå÷åòíûì íîìåðîì B2i−1 (i ≥ 1) îáîçíà÷èì êàê

Vi, à ìíîæåñòâî âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåå ïîÿñó ñ ÷åòíûì íîìåðîì B2i (i ≥ 1) îáîçíà÷èì êàêWi. Çàíóìåðó-

åì âåðøèíû â V1 =
{
v1

1 , ..., v
1
k

}
, W1 =

{
w1

1, ..., w
1
k

}
òàê, ÷òîáû w1

i áûëà ñîåäèíåíà ñ v
1
i−2 è v

1
i−1 äëÿ êàæäîãî

i (mod k). Â îñòàëüíûõ Vi =
{
vi1, ..., v

i
k

}
,Wi =

{
wi

1, ..., w
1
k

}
âåðøèíû çàíóìåðóåì àíàëîãè÷íî: åñëè âåðøèíà

wi
j (i 6= n+1

2 ) ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè vij−2, v
i
j−1, òî îíà ñîåäèíåíà è ñ vi+1

j−2, v
i+1
j−1. È íàîáîðîò, åñëè vij (i 6=

n+2
2 ) ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè wi

j+2, w
i
j+1, òî îíà ñîåäèíåíà è ñ w

i+1
j+2, w

i+1
j+1. Ðàñêðàñèì âñå íàøè âåðøèíû â
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k+1 öâåò: v∗, w∗ â c∗, à âåðøèíû v
1
i , ..., v

[n+2
2 ]

i , w1
i , ..., w

[n+1
2 ]

i â öâåò ci. Òåïåðü, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì

ïðåäûäóùåé òåîðåìû, âûáåðåì íàáîðû òàê, ÷òî ìíîæåñòâà âåðøèí öâåòîâ c∗, ci (i /∈ 1, [k2 ]) ñîâïàäàþò ñ

íàáîðàìè, à åùå îäèí íàáîð ñîñòîèò èç âåðøèí
{
v1

1 , ..., v
[ n+2

2 ]
1 , w1

[ k2 ]
, ..., w

[ n+1
2 ]

[ k2 ]
, w1

1, ..., w
[ n+1

2 ]
1 , v1

[ k2 ]
, ..., v

[ n+2
2 ]

[ k2 ]

}
.

Ïóñòü M � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýòèìè íàáîðàìè. Ïðàâèëüíîå ïîäìíîæåñòâî S âûáåðåì êàê S ={
v∗, w

1
1, v

1
2 , ..., v

1
k, w

2
1, v

2
2 , ..., v

2
k, ..., w

[ n+1
2 ]

1 , v
[ n+2

2 ]
2 , ..., v

[ n+2
2 ]

k

}
. Òîãäà, òàê êàê ðîâíî îäíà èç âåðøèí v∗, w∗ ëå-

æèò â ëþáîì ìíîæåñòâå S âèäà mS èëè V (Γ) \mS, ãäå m ∈ M, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà

èç Vi ∩ S ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé èç Wi ∩ S è êàêîé-íèáóäü âåð-

øèíîé èç Wi−1 ∩ S , à ëþáàÿ âåðøèíà èç Wi ∩ S ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ êàêîé-íèáóäü

âåðøèíîé èç Vi∩S è êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé èç Vi+1∩S. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû è íàøåé

íóìåðàöèè âåðøèí ñëåäóåò, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà èç S ëåæèò â

îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ {v∗, w∗} ∩ S, à çíà÷èò ãðàô, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì S ñâÿçåí.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûë ðàññìîòðåí äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññëîåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþùèõñÿ óíèâåðñàëüíûìè íàêðûòèÿìè íàä ïðÿìîóãîëüíûìè ìíîãîãðàííè-

êàìè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [3]. Ýòîò êðèòåðèé äàåò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òðåõ-

ìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ k-áî÷åê. Âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ

äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ Ïîãîðåëîâà íà äàííûé ìîìåíò îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îäíàêî, ðÿä ðåçóëüòàòîâ î

êîìáèíàòîðíîì ñòðîåíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ëþáîé òàêîé

ìíîãîãðàííèê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé íàä k-áî÷êàìè, äà¼ò ïðîñòîð äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ðàñøèðåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ íà âåñü êëàññ ìíîãîãðàííèêîâ Ïîãîðåëîâà.
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Ïðèëîæåíèå

Ïóñòü M = K(RC ′Γ, 1)-çàìêíóòîå 3-ìíîãîîáðàçèå, ðàññëàèâàþùååñÿ íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì

F . Òîãäà F -çàìêíóòîå 2-ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ðîäîì g(F ). Ðàññìîòðèì

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóöèðîâàííóþ ýòèì ðàññëîåíèåì.

0 −→ π1F −→ π1M−→ Z −→ 0 (2)

Òåïåðü ðàññìîòðèì àáåëèíèçàöèþ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 −→ H1(F,Z) −→ H1(M,Z) −→ Z −→ 0 (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, rankH1(F ) = rankH1(M)−1. Çàìåòèì, ÷òî g(F ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç rankH1(F ).

Òàê êàê îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå â ãðóïïå π1(F ) ëåæèò â êîììóòàíòå ñâîáîäíîé ãðóïïû: rankH1(F ) =

2g(F ).

Èç [4] èçâåñòíî, ÷òî H1(RK) = ⊕J⊆[m]H̃0(KJ), ãäå RK = K(RC ′Γ, 1), K � ôëàãèçàöèÿ ãðàôà Γ, à KJ

� ïîäêîìëåêñ íà ìíîæåñòâå J . Cëåäîâàòåëüíî, rankH1(M) =
∑N

i=2(i− 1)Qi, ãäå N� ìàêñèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî êîìïîíåíò â ïîäãðàôå Γ, Qi � êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ Γ ñ i êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Ïîïðîáóåì

ïîñ÷èòàòü ýòî ÷èñëî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Γ � ãðàô ñìåæíîñòè k-áî÷êè, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, âû÷èñëèòü ðîä

ñëîÿ äëÿ ðàññëîåíèÿ íàä îêðóæíîñòüþ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ íàä k-áî÷êîé.

Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè (m ≥ 2).

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî A âñåõ ïîäãðàôîâ ãðàôà Γ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: A = A0

∐
A1

∐
A2,

ãäå Ai � ýòî ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ Γ ñîäåðæàùèõ ðîâíî i k-âàëåíòíûõ âåðøèí.

Ìíîæåñòâî A0

Ðèñ. 3. Íóìåðàöèÿ âåðøèí â ãðàôå ñìåæíîñòè k-áî÷êè áåç îáåèõ k-âàëåíòíûõ âåðøèí

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâî A0. Ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïîäãðàôîâ ãðàôà ñìåæíî-

ñòè äâóõ k-ïîÿñîâ. Çàíóìåðóåì âåðøèíû ýòîãî ãðàôà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
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íûé ïîäãðàô ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Ïóñòü [α1, β1],...,[αm, βm] -ãðàíèöû ýòèõ êîìïîíåíò. Òî åñòü,

âñå âåðøèíû ñ íîìåðîì j : j /∈ [αi, βi] (íè äëÿ êàêîãî i) íå âêëþ÷åíû â ïîäãðàô, è åñëè (j, j + 1) ⊆ [αi, βi]

äëÿ êàêîãî-òî i, òî õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí ñ íîìåðàìè j, j + 1 âêëþ÷åíà â ïîäãðàô. Âåðøèíû ñ íîìåðà-

ìè αi, βi ìû ïðåäïîëàãàåì âêëþ÷åííûìè â ïîäãðàô. Òàê êàê íàì íåîáÿçàòåëüíî íóìåðîâàòü êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî α1 - íàèìåíüøåå èç αi. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

pi = βi − αi

qi = αi+1 − βi

ïðè÷åì
∑m

i=1(pi + 1) +
∑m

i=1(qi − 1) = 2k, pi ≥ 0, qi ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàíèÿ ïîäãðàôà ñ m-

êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, äîñòàòî÷íî çàäàòü α1, p = (p1, ..., pm), q = (q1, ..., qm), ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ñ ãðàíèöàìè (αi, βi). Òàê êàê åäèíñòâåííîå óñëîâèå íà ñâÿçíîñòü êîìïîíåíòû ñ çàäàííûìè ãðàíèöàìè-

îòñóòñòâèå ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèí íå âêëþ÷åííûõ â ïîäãðàô, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàç-

ëè÷íûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíèöàìè (αi, βi) ðàâíî F (pi + 1), ãäå F (n) � n-÷ëåí ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è (F (1) = 1, F (2) = 1). Òî åñòü, ïðè ôèêñèðîâàííûõ α1, p, q ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

ïîäãðàôîâ ñ m-êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ðàâíî F (p1 + 1)...F (pm + 1) Âðåìåííî çàôèêñèðóåì α1 = 1. Äëÿ

óäîáñòâà ïåðåîáîçíà÷èì qi := qi − 3. Òîãäà ðàâåíñòâî âûøå ïåðåïèøåòñÿ êàê
∑m

i=1 pi +
∑m

i=1 qi = 2k − 3m

è êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäãðàôîâ ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè áóäåò ðàâíî

2k−3m∑
r=0

∑
q∈Zm

≥ :
∑

qi=2k−3m−r

∑
p∈Zm

≥ :
∑

pi=r

F (p1+1)...F (pm+1) =

2k−3m∑
r=0

Cm−1
2k−2m−r−1

∑
p∈Zm

≥ :
∑

pi=r

F (p1+1)...F (pm+1)

Ïóñòü òåïåðü α1 = i. Òàê êàê α1-íàèìåíüøåå, ñëåäîâàòåëüíî αm ≤ 2k. Òîãäà


∑m

i=1 pi +
∑m

i=1 qi = 2k − 3m∑m−1
i=1 pi +

∑m−1
i=1 qi ≤ 2k − 3m− i+ 3

⇐⇒


∑m

i=1 pi +
∑m

i=1 qi = 2k − 3m

pm + qm ≥ i− 3

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì p :
∑m

i=1 pi = r, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) åñëè pm ≥ i − 3, òî ïîäõîäÿò âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ
∑m

i=1 qi = 2k − 3m − r, èõ êîëè÷åñòâî

ðàâíî Cm−1
2k−2m−r−1;

2) åñëè pm < i− 3, òî ïåðåáîð qm îò i− pm − 3 äî 2k − 3m− r äàåò Cm−1
2k−3m−r−i+pm+4 âàðèàíòîâ.

Òåì ñàìûì, ïðè α1 = i êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ ñ m-êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ðàâíî:

2k−3m∑
r=0

Cm−1
2k−2m−r−1

∑
p∈Zm

≥ :
∑

pi=r,pm≥i−3

F (p1 + 1)...F (pm + 1)+

+

2k−3m∑
r=0

∑
p∈Zm

≥ :
∑

pi=r,pm<i−3

F (p1 + 1)...F (pm + 1)Cm−1
2k−3m−r−i+pm+4

(ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âêëþ÷åíî â ñóììó òîëüêî ïðè i ≥ 4) Cóììèðîâàíèå ïî i îò 1 äî 2k−4m+ 1 äàåò

ïîëíîå êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ ñ m-êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè â A0.

Ìíîæåñòâî A1

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ ñ îäíîé k-âàëåíòíîé âåðøèíîé �1. Òàê êàê âûáîð òàêîé âåð-

øèíû èç äâóõ ïðîèçâîëåí, ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì îäíó òàêóþ âåðøèíó, à ïîòîì óìíîæèì íà äâà. Ïðîíóìå-

ðóåì âåðøèíû êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ëþáîãî òàêîãî ïîäãðàôà
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Ðèñ. 4. Íóìåðàöèÿ âåðøèí â ãðàôå ñìåæíîñòè k-áî÷êè áåç îäíîé k-âàëåíòíîé âåðøèíû

ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè öåëèêîì ëåæàùèõ â {1, ..., k} + 1. Cëåäîâàòåëüíî, äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ êîëè÷åñòâà ïîäãðàôîâ ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî âûáðàòü m − 1 êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè â öèêëå {1, ..., k}. Ïóñòü [α1, β1],...,[αm−1, βm−1] � ãðàíèöû

ýòèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ëþáàÿ âåðøèíà ñ íîìåðîì j ∈ [αi, βi] âêëþ÷àåòñÿ â ïîäãðàô), α1�íàèìåíüøàÿ

èç αi. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

pi = βi − αi

qi = αi+1 − βi

ïðè÷åì
∑m−1

i=1 (pi + 1) +
∑m−1

i=1 (qi − 1) = k, pi ≥ 0, qi ≥ 2.

Âðåìåííî çàôèêñèðóåì α1 = 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ p, q êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ïîä-

ãðàô ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü ëþáûå èç k−
∑m−1

i=1 (pi+2) âåðøèí,

ñîåäèíåííûõ ñ k-âàëåíòíîé (êðîìå òåõ, ÷òî ñîåäèíåíû ñ âûáðàííûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè), óìíîæåí-

íîìó íà êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ëþáûå èç k−
∑m−1

i=1 (pi+3) (íå âêëþ÷åííûå â êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

è íåñîñåäíèå ñ íèìè). Äëÿ óäîáñòâà ïåðåîáîçíà÷èì qi := qi − 2. Òîãäà êîëè÷åñòâî m-câÿçíûõ ïîäãðàôîâ ñ

ôèêñèðîâàííûì α1 = 1 ðàâíî:

k−3(m−1)∑
r=0

∑
q∈Zm−1

≥ :
∑

qi=k−2(m−1)−r

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r

22k−5(m−1)−2r+

+

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

∑
q∈Zm−1

≥ :
∑

qi=k−2(m−1)−r

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r

2k−2(m−1)−r =

=

k−3(m−1)∑
r=0

22k−5(m−1)−2rCm−2
r+m−2C

m−2
k−m−r +

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

2k−2(m−1)−rCm−2
r+m−2C

m−2
k−m−r
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Ïóñòü òåïåðü α1 = i (i ≥ 2). Òàê êàê α1-íàèìåíüøåå, ñëåäîâàòåëüíî αm−1 ≤ k. Òîãäà
∑m−1

i=1 pi +
∑m−1

i=1 qi = k − 2(m− 1)∑m−2
i=1 pi +

∑m−2
i=1 qi ≤ k − 2(m− 2)− i

⇐⇒


∑m−1

i=1 pi +
∑m−1

i=1 qi = k − 2(m− 1)

pm−1 + qm−1 ≥ i− 2

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì p :
∑m−1

i=1 pi = r, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) åñëè pm−1 ≥ i− 2, òî ïîäõîäÿò âñå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ
∑m−1

i=1 qi = k − 2(m− 1)− r, èõ êîëè-
÷åñòâî ðàâíî Cm−2

k−m−r;

2) åñëè pm−1 < i−2, òî ïåðåáîð qm−1 îò i−pm−1−2 äî k−2(m−1)−r äàåò Cm−1
k−m−r−i+pm−1−1 âàðèàíòîâ.

Òåì ñàìûì, ïðè α1 = i êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ ñ m-êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ðàâíî:

k−3(m−1)∑
r=i−2

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r, pm−1≥i−2

Cm−2
k−m−r22k−5(m−1)−2r+

+

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r, pm−1≥i−2

Cm−2
k−m−r2k−2(m−1)−r+

+

k−3(m−1)∑
r=0

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r,pm−1<i−2

Cm−1
k−m−r−i+pm−1−122k−5(m−1)−2r+

+

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

∑
p∈Zm−1

≥ :
∑

pi=r,pm−1<i−2

Cm−1
k−m−r−i+pm−1−12k−2(m−1)−r =

=

k−3(m−1)∑
r=i−2

Cm−2
k−m−r22k−5(m−1)−2rCm−2

r+m−i +

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

Cm−2
k−m−r2k−2(m−1)−rCm−2

r+m−i+

+

k−3(m−1)∑
r=0

22k−5(m−1)−2r
i−3∑
l=0

Cm−3
r−l+m−3C

m−1
k−m−r−i+l−1 +

k−2(m−1)∑
r=k−3(m−1)+1

2k−2(m−1)−r
i−3∑
l=0

Cm−3
r−l+m−3C

m−1
k−m−r−i+l−1

(ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ âêëþ÷åíû â ñóììó ïðè i ≥ 3).

Ñóììèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ ïî i îò 1 äî k− 3(m− 1) + 1, à ïîñëå óìíîæèâ íà äâà, ìîæíî íàéòè ïîëíîå

êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ ñ m-êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè â A1.

Ìíîæåñòâî A2

Ðàññìîòðèì îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî ãðàôîâ A2. Òàê êàê êàæäàÿ èç âåðøèí ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè ñ êàêîé-òî èç k-âàëåíòíûõ âåðøèí, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò â òàêîì ãðàôå ðàâíî äâóì.

Ïîñ÷èòàåì âñå òàêèå ãðàôû íåñâÿçíûå ãðàôû. Çàíóìåðóåì âåðøèíû öèêëîâ äâîéñòâåííûõ ê ïîÿñàì êàê

â ñëó÷àå ìíîæåñòâà A0. Åñëè âåðøèíà ñ íîìåðîì i âêëþ÷åíà â íåñâÿçíûé ïîäãðàô, òî âåðøèíà ñ íîìåðîì

i+ 1 íå âêëþ÷åíà, à åñëè âåðøèíà ñ íîìåðîì i íå âêëþ÷åíà â íåñâÿçíûé ïîäãðàô, òî âåðøèíà ñ íîìåðîì

i + 1 ìîæåò áûòü êàê âêëþ÷åíà, òàê è íå âêëþ÷åíà â ïîäãðàô. Èñïîëüçóÿ ýòî ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå,

íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî íåñâÿçíûõ ãðàôîâ ðàâíî F (2k + 2)− F (2k − 2).

Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîäñ÷èòàíî îáùåå êîëè÷åñòâî ãðàôîâ ñ m êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Îáùàÿ ôîð-

ìóëà ïî ïðè÷èíå ãðîìîçäêîñòè çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ .
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