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1. Введение

В данной работе рассматривается задача вычисления алгебр Понтрягина для
некоторых момент-угол комплексов ZK — пространств с действием алгебраиче-
ского тора, каждое из которых строится по симплициальному комплексу K. Они
играют ключевую роль в торической топологии, сравнительно новой области
математики. Здесь мы рассматриваем лишь алгебро-топологические аспекты
теории момент-угол комплексов, однако они могут иметь и богатые геометри-
ческие и дифференциальные структуры.

Здесь ставится задача вычисления для флаговых комплексов, соответствую-
щих графам препятствий, то есть графам, наличие которых в 1-остове сим-
плициального комплекса обеспечивает существование нетривиальных произ-
ведений Масси в когомологиях момент-угол комплекса. Это, в свою очередь,
означает наличие кубических соотношений в алгебре Понтрягина. В некоторых
случаях подобные соотношения найдены явно, а также установлена граница
размерностей, в которых они существуют.

2. Предварительные определения и результаты

Подмножество K ⊆ 2[m], [m] = {1, 2, . . . ,m} называется симплициальным
комплексом на множестве [m], если из того, что I ∈ K, следует, что всякое L ⊆ I
также лежит в K. Элементы I ∈ K называются симплексами K, размерность
симплекса I есть количество его элементов минус единица, симплексы размер-
ности ноль называются вершинами K, которые мы отождествляем с 1, 2, . . . ,m.
Размерность комплекса K есть максимум среди размерностей его симплексов.
Для каждого симплекса I определён полный подкомплекс KI = {J ∈ K : J ⊆ I}.

Симплициальный комплекс K называется флаговым, если любое множество
его вершин, попарно соединённых рёбрами, образует симплекс. Подмножество
I ⊆ [m] называют пропущенной гранью K, если I 6∈ K, но всякое L ⊆ I лежит
в K. Комплекс флаговый тогда и только тогда, когда всякая его пропущенная
грань имеет ровно две вершины.

Для каждого I ⊆ [m] и топологической пары (X,A) определено подмножество
Xm

(X,A)I =
∏
I∈K

X ×
∏
I 6∈K

A.

Объединение этих множеств по всем симплексам I ∈ K даёт полиэдральное
произведение, соответствующее K:

(X,A)K =
⋃
I∈K

(X,A)I ⊆ Xm.

Произведение (X, pt)K обозначают как XK. Мы будем работать лишь с част-
ным случаем полиэдральных произведений. Рассмотрим единичный полидиск
в пространстве Cm:

(D2)m = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi| 6 1, i = 1, . . . ,m}.
Тогда момент-угол комплексом, соответствующему симплициальному комплек-
су K, называют

ZK = (D2, S1)K =
⋃
I∈K

(D2, S1)I ⊆ (D2)m.

Также мы будем рассматривать множество (BS1)K = (CP∞)K.
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Сформулируем ряд важных результатов, используемых в работе. Здесь и да-
лее k — поле или кольцо Z.
Теорема 1 ([BP]). Гомотопический слой вложения (CP∞)K → (CP∞)m есть
ZK.
Теорема 2 ([BP]). Имеется точная последовательность гомотопических ал-
гебр Ли

0 −−−→ π∗(ΩZK)⊗Q −−−→ π∗(Ω(CP∞)K)⊗Q −−−→ CL(u1, . . . , um) −−−→ 0,

где CL(u1, . . . , um) — свободная коммутативная алгебра Ли, deg ui = 1, и точ-
ная последовательность алгебр Понтрягина (гомологий петель)

0 −−−→ H∗(ΩZK;k) −−−→ H∗(Ω(CP∞)K;k) −−−→ Λ[u1, . . . , um] −−−→ 0,

где Λ[u1, . . . , um] — внешняя алгебра на ui, deg ui = 1.

Таким образом, H∗(ΩZK;k) вкладывается в H∗(Ω(CP∞)K;k) в качестве ком-
мутаторной подалгебры.

Группа π∗(X) имеет стандартную структуру алгебры, задаваемую произве-
дением Уайтхеда [·, ·]w. Сопряжённым к нему в π∗(ΩX) является произведение
Самельсона [·, ·]s. H∗(ΩX) имеет в качестве умножения произведение ?, опре-
делённое Л.С. Понтрягиным. Все эти три умножения связаны классическим
результатом Самельсона.

Теорема 3. Существует выбор изоморфизма сопряжения

t : πn(X)→ πn−1(ΩX)

такой, что
t[α, β]w = (−1)k−1[tα, tβ]s,

где α ∈ πk(X), β ∈ πl(X). Если h : πn(ΩX) → Hn(ΩX) есть гомоморфизм
Гуревича, то

h[ϕ, ψ]s = h(ϕ) ? h(ψ)− (−1)pqh(ψ) ? h(ϕ),

при ϕ ∈ πp(ΩX), ψ ∈ πq(ΩX).

Тогда из результата Милнора—Мура следует, чтоH∗(ΩX,Q) есть универсаль-
ная обёртывающая градуированной алгебры Ли π∗(ΩX)⊗Q, и последняя есть
подалгебра примитивных элементов в биалгебре H∗(ΩX).

Во флаговом случае гомотопическая алгебра Ли и алгебра Понтрягина ZK до-
пускает полное описание мультипликативных образующих, а в случае (CP∞)K

имеет описание и соотношений.

Теорема 4 ([BP]). Для каждого флагового комплекса K имеются изоморфиз-
мы

H∗(Ω(CP∞)K) ∼= T (u1, . . . , um)/〈u2i , uiuj + ujui при {i, j} ∈ K〉,
π∗(Ω(CP∞)K)⊗Q ∼= FL(u1, . . . , um)/〈[ui, ui], [ui, uj] при {i, j} ∈ K〉,

где FL(·) — свободная алгебра Ли, deg ui = 1.

Теорема 5. Пусть K — флаговый комплекс. Тогда алгебра Понтрягина H∗(ΩZK)
мультипликативно порождена образующими вида

[uj, ui], [uk1 , [uj, ui]], . . . , [uk1 , [uk2 , . . . , [ukm−2 , [uj, ui]] . . . ]],

где k1 < · · · < kp < j > i, и ks 6= i для каждого s, причём i — наименьшая
вершина в связной компоненте комплекса K{k1,...,kp,j,i}, не содержащей j.
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3. Основные вычисления

Как показано в статье [GL], момент-угол комплекс содержит в когомологиях
нетривиальное произведение Масси тогда и только тогда, когда его одномерный
остов содержит подграф, изоморфный одному из восьми графов препятствий,
представленных на рисунке 2. Для алгебр Понтрягина, как уже было отмече-
но, это влечёт существование кубического соотношения, то есть соотношения, в
котором имеется дважды итерированный коммутатор. Здесь мы находим алгеб-
ры для флаговых комплексов этих графов. Вычисления будут производиться
поэтапно, сначала для всевозможных полных подкомплексов на пяти верши-
нах, затем для графов в целом. Для вычислений привлекался компьютерный
пакет SuperLie ([SL]) для Wolfram Mathematica. Так как образующие алгебры
известны, требуется описать соотношения.

Для начала отметим, что любой гомотопически тривиальный полный под-
комплекс на пяти вершинах любого из восьми комплексов не даст вклада в
соотношения алгебры. Действительно, каждый такой подкомплекс можно по-
лучить последовательным приклеиванием 1- и 2-симплексов, каждый раз ровно
по одной общей грани. Так как ZK можно разложить в терминах двух комплек-
сов, соответствующим склеиваемым симплициальным подкомплексам ([BP]),
нетрудно видеть, что в каждом случае момент-угол комплекс будет иметь тип
букета сфер, каждая из которых будет соответствовать образущей из теоремы
5, попавшей в наш подкомплекс.

Рассмотрим теперь всевозможные нестягиваемые подкомплексы на пяти вер-
шинах во флаговых комплексах графов. Каждый из них будет изоморфен од-
ному из пяти комплексов, указанных на рисунке 1. Степени элементов далее
указываются относительно градуировки в π∗(ΩZK), или, что равносильно, в
H∗(ΩZK).

Для первого из них, пятиугольника, не имеется соотношений степеней 6 4 в
силу стягиваемости его собственных подкомплексов. Рассмотрим всевозможные
коммутаторы степени пять, содержащие индекс каждой вершины по одному ра-
зу, так как коммутаторы с повторениями индексов будут лежать в алгебрах под-
комплексов на 6 4 вершинах, где нет соотношений. Таковых всего пять штук,
распишем их в базисе гомотопической алгебры (CP∞)K при помощи SuperLie.
Вычисления показывают, что в алгебре Ли, а, следовательно, и в алгебре Понт-
рягина, имеется одно соотношение

[a13, b452]− [a14, b352]− [a24, b153] + [a25, b341]− [a35, b241] = 0,

где aij = [ui, uj], bijk = [ui, [uj, uk]] — канонические образующие из теоремы 5.
Это согласуется с результатом в [Ver], причём, как отмечено в [Ver], эти комму-
таторы дают гомотопическую эквивалентность ZK → (S3 × S4)#5, откуда, как
показывает модель Адамса—Хилтона ([AH]), следует отсутствие прочих соот-
ношений.

Аналогичные вычисления для остальных четырёх комплексов дают соотно-
шение

[a15, a34] = [a16, b243]− [a34, b261] = 0

для второго комплекса на рис. 1,

[a12, a45] = [a12, b354] + [a45, b132] = 0
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Рис. 1. Графы подкомплексов на пяти вершинах

для третьего комплекса,

[a23, a45] = [a12, a45] = [a45, b132] = 0

в алгебре четвёртого, а также

[a23, a45] = [a12, a45] = [a13, a45] = [a45, b132] = [a45, b231] = 0

у пятого комплекса. Так как не всегда удаётся определить гомотопический тип
соответствующих ZK, мы не можем исключить наличие других соотношений,
однако, как показывают компьютерные вычисления с рассмотрением всевоз-
можных коммутаторов (теперь, возможно, с повторением вершин), не суще-
ствует соотношений степени 6 7, за исключением указанных.

Опишем теперь соотношения в степени шесть. Для этого поступим схожим
образом, что и в размерностях 6 5. Выпишем всевозможные коммутаторы сте-
пени шесть через канонические образующие, используя при этом то, что доста-
точно рассмотрения коммутаторов, содержащих индекс каждой вершины ровно
по одному разу, так как подкомплексы на пяти вершинах уже рассмотрены.

1
3

26
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4

Рис. 2. Графы препятствий
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Для, к примеру, первого графа K6 на рис. 2 мы имеем три возможных комму-
татора такого вида c учётом соотношений коммутирования и тождества Якоби
в алгебре Ли:

[a34, [a56, a12]], [a12, [a34, a56]], [b132, b465],

среди которых первый равен нулю, что уже является следствием соотношения
[a56, a12] = 0, а остальные два совпадают, как показывает разложение в базисе
алгебры Ли.

Соотношения в размерности шесть имеются у всех графов на рис. 2. Они
имеют следующий вид:

[a23, [a16, a45]] + [a34, c2561] + [a45, [a23, a16]]− [b354, b261]− [b243, b561] =

= [a23, c1465]− [a26, [a15, a34]] + [a34, c1562] + [a56, [a12, a34]]− [b132, b465]+

+[b362, b154]− [b165, b243]− [b162, b354]− [a45, [a23, a16]] = 0

для первого комплекса,

[a23, [a16, a45]] + [a34, c2561] + [a45, [a23, a16]]− [b354, b261]− [b243, b561] =

= [a12, [a34, a56]] + [b354, b261] + [b162, b354]+

+[b132, b465] + [a45, c1362]− [a45, [a23, a16]] = 0

для второго комплекса,

[a23, c1465] + [a34, c1562]− [a45, c1362]− [a26, [a15, a34]] + [a56, [a12, a34]]−
−[b132, b465] + [b362, b154]− [b162, b354]− [b165, b243] = 0

в случае третьего,

[a12, [a34, a56]] + [a45, c1362] + [b132, b465] + [b162, b354] = 0

у четвёртого комплекса,

[a23, [a16, a45]]− [a56, [a12, a34]] + [b132, b465]− [b243, b561] =

= [a16, [a23, a45]]− [a34, [a56, a12]]− [b243, b561]− [b354, b261] = 0

у пятого,
[a12, [a34, a56]] + [b132, b465] = 0

у шестого,

[a12, [a34, a56]] + [b231, b465] + [a56, c1243] = [a56, c1243]− [b132, b465] = 0

в алгебре седьмого, и, наконец,

[a12, c3564] + [b132, b564] + [b231, b564] = [a12, [a34, a56]] + [b132, b465] + [b231, b465] =

= [a56, c1243]− [b132, b465] = 0

для восьмого комплекса. Порядок вершин для каждого комплекса аналогичен
указанному на рис. 2.

Теперь, пользуясь полученными результатами, определим все вхождения ком-
плексов на пяти вершинах, указанных ранее, во флаговые комплексы графов
препятствий в качестве изоморфных подкомплексов. Выпишем соотношения с
необходимыми изменениями индексов и добавим соотношения в размерности
шесть. Имеем следующий результат.
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H∗(ΩZK1)
∼= T (a12, a15, a16, a23, a26, a34, a45, a56, b132, b154, b162, b165, b243, b251,

b261, b354, b362, b465, b561, b562, c1362, c1465, c1562, c2561)/I1

I1 ⊇ 〈[a16, a34], [a23, b465] + [a26, b354] + [a34, b562]− [a45, b362] + [a56, b243],

[a12, b354] + [a15, b243]− [a23, b154]− [a34, b251] + [a45, b132],

[a16, b354] + [a34, b561], [a16, b243]− [a34, b261], [a23, [a16, a45]] + [a34, c2561]+

+[a45, [a23, a16]]− [b354, b261]− [b243, b561], [a23, c1465]− [a26, [a15, a34]]+

+[a34, c1562] + [a56, [a12, a34]]− [b132, b465] + [b362, b154]−
−[b165, b243]− [b162, b354]− [a45, [a23, a16]]〉

H∗(ΩZK2)
∼= T (a12, a16, a23, a26, a34, a45, a56, b132, b162, b243,

b261, b354, b362, b465, b561, b562, c1362)/I2

I2 ⊇ 〈[a16, a34], [a12, a45], [a23, b465] + [a26, b354] + [a34, b562]− [a45, b362] + [a56, b243],

[a16, b354] + [a34, b561], [a16, b243]− [a34, b261], [a12, b354] + [a45, b132],

[a23, [a16, a45]] + [a34, c2561] + [a45, [a23, a16]]− [b354, b261]− [b243, b561],

[a12, [a34, a56]] + [b354, b261] + [b162, b354] + [b132, b465] + [a45, c1362]− [a45, [a23, a16]]〉
H∗(ΩZK3)

∼= T (a12, a15, a23, a26, a34, a45, a56, b132, b154, b162, b165, b243,

b251, b354, b362, b465, b562, c1362, c1465, c1562)/I3

I3 ⊇ 〈[a23, b465] + [a26, b354] + [a34, b562]− [a45, b362] + [a56, b243],

[a12, b354] + [a15, b243]− [a23, b154]− [a34, b251] + [a45, b132], [a23, c1465] + [a34, c1562]−
−[a45, c1362]− [a26, [a15, a34]] + [a56, [a12, a34]]− [b132, b465]+

+[b362, b154]− [b162, b354]− [b165, b243]〉
H∗(ΩZK4)

∼= T (a12, a23, a26, a34, a45, a56, b132, b162, b243, b354, b362, b465, b562, c1362)/I4

I4 ⊇ 〈[a12, a45], [a23, b465] + [a26, b354] + [a34, b562]− [a45, b362] + [a56, b243],

[a12, b354] + [a45, b132], [a12, b465]− [a45, b162],

[a12, [a34, a56]] + [a45, c1362] + [b132, b465] + [b162, b354]〉
H∗(ΩZK5)

∼= T (a12, a16, a23, a34, a45, a56, b132, b243, b261, b354, b465, b561)/I5

I5 ⊇ 〈[a12, a45], [a16, a34], [a23, a56], [a23, b465] + [a56, b243], [a16, b354] + [a34, b561],

[a12, b465]− [a45, b261], [a23, b561] + [a56, b132], [a34, b261]− [a16, b243],

[a12, b354] + [a45, b132], [a23, [a16, a45]]− [a56, [a12, a34]] + [b132, b465]− [b243, b561],

[a16, [a23, a45]]− [a34, [a56, a12]]− [b243, b561]− [b354, b261]〉
H∗(ΩZK6)

∼= T (a12, a23, a34, a45, a56, b132, b243, b354, b465)/I6

I6 ⊇ 〈[a23, a56], [a12, a56], [a12, a45], [a23, b465] + [a56, b243], [a12, b465], [a56, b132],

[a12, b354] + [a45, b132], [a12, [a34, a56]] + [b132, b465]〉
H∗(ΩZK7)

∼= T (a12, a13, a23, a34, a45, a56, b132, b143, b231, b243, b354, b465, c1243)/I7

I7 ⊇ 〈[a23, a56], [a12, a56], [a12, a45], [a13, a56], [a23, b465] + [a56, b243],

[a13, b465] + [a56, b143], [a12, b465], [a56, b132], [a56, b231], [a12, b354] + [a45, b132]+

+[a45, b231], [a12, [a34, a56]] + [b231, b465] + [a56, c1243], [a56, c1243]− [b132, b465]〉
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H∗(ΩZK8)
∼= T (a12, a13, a23, a34, a45, a46, a56, b132, b143, b231,

b243, b354, b364, b465, b564, c1243, c3564)/I8

I8 ⊇ 〈[a23, a56], [a12, a56], [a12, a45], [a13, a56], [a12, a46], [a23, b465] + [a56, b243],

[a13, b465] + [a56, b143], [a12, b354] + [a45, b132] + [a45, b231], [a12, b465], [a12, b564],

[a56, b132], [a56, b231], [a12, b364] + [a46, b132] + [a46, b231], [a56, c1243]− [b132, b465],

[a12, c3564] + [b132, b564] + [b231, b564], [a12, [a34, a56]] + [b132, b465] + [b231, b465]〉
Здесь комплексы пронумерованы K1, . . . ,K8 в порядке появления на рис. 2, об-
разующие взяты из теоремы 5. Заметим, что найденные соотношения в размер-
ности шесть кубические, то есть содержат дважды итерированные коммутато-
ры, в согласии с неформальностью соответствующих ZK. В силу затруднитель-
ности задачи указания явных гомотопических видов нельзя утверждать, что и
в других четырёх случаях описания алгебр полны. Компьютерные вычисления
показывают, что эти описания полны в степенях 6 7, к примеру, для K1 для
свыше ста возможных коммутаторов степени семь имеется только двенадцать
соотношений, каждое из которых оказывается следствием наличия соотноше-
ния меньшей степени.
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