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1. Введение
Определение 1.1. Пусть 𝒦 — симплициальный комплекс на [𝑚]. Тогда комплексное
момент-угол многообразие Z𝒦 — это подпространство в единичном полидиске

D𝑚 =
{︀
(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) ∈ C𝑚 : |𝑧𝑖|2 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

}︀
,

определяемое следующим образом:

Z𝒦 =
⋃︁
𝐼∈𝒦

(
∏︁
𝑖∈𝐼

𝐷2 ×
∏︁
𝑖/∈𝐼

𝑆1).

Также заметим, что Z𝒦 входит в коммутативную диаграмму

Z𝒦 D𝑚

𝑐𝑐(𝒦) I𝑚

-𝑖𝑧

?

𝜌

?

𝜇

-

(1.1)

𝜇 : (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) ↦→ (|𝑧1|, . . . , |𝑧𝑚|),

где 𝑐𝑐(𝒦) — подкомплекс куба I𝑚, соответствующий 𝒦, см. [1].

Оказывается, что описание явного вида момент-угол многообразия является сложным
вопросом. Это определение скрывает за собой достаточно сложно устроенное топологиче-
ское пространство. Для того чтобы определить гомотопический тип момент-угол много-
образия или классифицировать многообразия с точностью до диффео-/гомеоморфизма,
нужно развивать соответствующие техники.

Мы дальше увидим, что при достаточно малом изменении комбинаторной структуры
симплициального комплекса, топологическая структура может сильно усложниться. По-
является интересная задача, которая заключается в поиске свойств момент-угол много-
образий, полученных совершением какой-нибудь конкретной операции к исходному сим-
плициальному комплексу, и в наблюдении взаимосвязи между топологиями этих двух
момент-угол многообразий.

Для того чтобы выбрать эти операции, мы определим момент-угол комплекс для мно-
гогранника. Тогда имеется естественная операция для многогранника: срезка части мно-
гогранника плоскостью. Примерами этой операции может служить срезка вершины, ребра
или грани многогранника.

В данной работе в качестве исходного многогранника мы рассмотрим трёхмерный куб.
Далее будем исследовать топологию момент-угол многообразий, получившихся примене-
нием конечного числа приведённой выше операции.

Целью данной работы будет исследование топологии этих момент-угол многообразий,
основанное на вычислении их колец когомологий.

В работе будут использоваться разные методы вычисления колец когомологий момент-
угол многообразий, которые будут в нужный момент дополнять друг друга. А именно
будут использованы следующие методы: формула Хохстера и резольвента Кошуля [1],
аналог формулы Хохстера для гомологий [2].

В работе решаются следующие задачи:
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1. Построить конкретные примеры усечённых кубов, для момент-угол многообразий
которых получается интересная топологическая структура.

2. Посчитать кольцо когомологий момент-угол многообразий, соответствующих этим
примерам.

3. Найти свойства этих момент-угол многообразий и выяснить взаимосвязь топологии
момент-угол многообразий до проведения операции срезки и после.
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2. Момент-угол многообразие, соответствующее много-
граннику

Пусть многогранник 𝑃 задан системой неравенств в R𝑛:

(𝑥, 𝑎𝑖) + 𝑏𝑖 ≥ 0, 𝑥, 𝑎𝑖 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1 . . .𝑚.

Пусть 𝐴 — матрица размера 𝑛×𝑚, столбцами которой являются вектора 𝑎𝑖, и 𝑏 — вектор-
столбец, состоящий из 𝑏𝑖. Тогда 𝑃 можно отождествить с пересечением положительного
ортанта R𝑚

≥ и образа вложения

𝑖𝐴,𝑏 : R𝑛 → R𝑚, 𝑖𝐴,𝑏(𝑥) = 𝐴𝑡𝑥+ 𝑏.

Определение 2.1. Момент-угол многообразием Z𝑃 , соответствующим многограннику 𝑃 ,
называется топологическое пространство, определяемое из коммутативной диаграммы:

Z𝑝 C𝑚

𝑃 R𝑚
≥

-𝑖𝑧

?

𝜌

?

𝜇

-
𝑖𝐴,𝑏

(2.1)

где 𝜇 : C𝑚 → R𝑚
≥ — отображение такое, что 𝜇(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) = (|𝑧1|2 , . . . ,|𝑧𝑚|2).

То есть, на самом деле, Z𝑝 — это прообраз многогранника 𝑃 при проекции C𝑚 на про-
странство орбит покоординатного действия 𝑚−мерного тора. Таким образом, на Z𝑝 есть
естественное действие тора, пространство орбит которого отождествляется с многогран-
ником 𝑃 .

Определение 2.2. Матрица Γ размерности (𝑚−𝑛)×𝑚 максимального ранга называется
матрицей преобразования Гейла набора 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, если

Γ𝐴𝑡 = 0.

Пусть Γ = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚) — матрица преобразования Гейла. Обозначим 𝑦 = 𝐴𝑡𝑥+𝑏. Тогда

Γ𝑦 = Γ(𝐴𝑡𝑥+ 𝑏) = Γ𝑏.

Из коммутативной диаграммы видим, что:

𝑖𝐴,𝑏(R𝑛) = {𝑦 ∈ R𝑛 | Γ𝑦 = Γ𝑏}

Тогда получаем, что

𝑖𝑧(Z𝑃 ) = {𝑧 ∈ C𝑚 |
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘|𝑧𝑘|2 =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑏𝑘, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 𝑛}. (2.2)

Другими словами, момент-угол многообразие Z𝑃 задаётся системой уравнений (2.2).
Попытаемся привести нашу систему уравнений к более удобному виду. Заметим также, что
матрица Γ показывает, каким линейным зависимостям удовлетворяют столбцы матрицы

𝐴. Можно так переименовать 𝑎𝑖, что они будут удовлетворять соотношению
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 = 0.
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Это соотношение мы и возьмём в качестве последней строки матрицы Γ. Тогда уравнения
будут выглядеть так: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚∑︀
𝑘=1

𝛾1𝑘|𝑧𝑘|2 =
𝑚∑︀
𝑘=1

𝛾1𝑘𝑏𝑘

. . .
𝑚∑︀
𝑘=1

𝛾(𝑚−𝑛−1)𝑘|𝑧𝑘|2 =
𝑚∑︀
𝑘=1

𝛾(𝑚−𝑛−1)𝑘𝑏𝑘
𝑚∑︀
𝑖=1

|𝑧𝑖|2 = 𝑠

Можно считать, что 𝑠 > 0, так как иначе множество, задаваемое системой, будет точкой
или пустым множеством. Тогда, вычитая последнее уравнение, можно добиться того, что
свободные коэффициенты уйдут. Тогда система будет иметь вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑚∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖|𝑧𝑖|2 = 0, 𝐶𝑖 ∈ R𝑚−𝑛−1

𝑚∑︀
𝑖=1

|𝑧𝑖|2 = 1.
(2.3)

Напомним, что 𝑛−мерный многогранник 𝑃 называется простым, если каждая вершина
содержится в точности в 𝑛 гипергранях. Будем далее обозначать 𝒦𝑃 симплициальный
комплекс, двойственный к границе простого многогранника 𝑃 . Другими словами, если
𝐹1, . . . , 𝐹𝑚 — грани коразмерности 1 в многограннике 𝑃 , то

𝒦𝑃 =
{︀
{𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊆ [𝑚] : 𝐹𝑖1 ∩ . . . ∩ 𝐹𝑖𝑘 ̸= ∅

}︀
.

Предложение 2.1 (Theorem 6.2.4, [1]). Z𝒦 является клеточным комплексом. Если 𝒦 = 𝒦𝑃

для простого 𝑃 , то Z𝒦𝑃
является гладким многообразием.

Пример . Рассмотрим в качестве многогранника 𝑃 трёхмерный куб и выясним тополо-
гию его момент-угол многообразия. Куб задан следующей системой неравенств. Получаем
явный вид матриц 𝐴 и 𝑏.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

𝑥3 ≥ 0

−𝑥1 + 1 ≥ 0

−𝑥2 + 1 ≥ 0

−𝑥3 + 1 ≥ 0

, 𝐴 =

⎛⎜⎝1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1

⎞⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
1
1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отсюда получаем явный вид матрицы преобразования Гейла Γ и столбца Γ𝑏

Γ =

⎛⎜⎝1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

⎞⎟⎠ , Γ𝑏 =

⎛⎜⎝ 1
1
1

⎞⎟⎠ .

Из (2.2) получаем момент-угол многообразие, соответствующее кубу, заданно пересечени-
ем эрмитовых квадрик ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

|𝑧1|2 +|𝑧4|2 = 1

|𝑧2|2 +|𝑧5|2 = 1

|𝑧3|2 +|𝑧6|2 = 1

,
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которое, очевидным образом, представляет из себя тройное произведение трёхмерных
сфер, то есть

Z𝑃 = 𝑆3 × 𝑆3 × 𝑆3.

Видим, что топология момент-угол многообразия, соответствующего кубу, несложная
и найти её не составило большого труда.

Предложение 2.2. Пусть 𝑃 и 𝑄 — два многогранника. Тогда

Z𝑃×𝑄 = Z𝑃 × Z𝑄.

Доказательство. В качестве матрицы Γ𝑃×𝑄, строки которой образуют базис линейных
соотношений матрицы 𝐴𝑃×𝑄, может быть выбрана блочная матрица(︃

Γ𝑃 0
0 Γ𝑄

)︃
.

Тогда система квадрик, задающая Z𝑃×𝑄, распадается на две независимые системы, каж-
дая из которых определяет Z𝑃 и Z𝑄 соответственно.

Отметим также, что найти момент-угол многообразие, соответствующее кубу, можно
было с помощью этого предложения.

3. Кольцо когомологий момент-угол многообразия
Чтобы получить информацию о топологии момент-угол многообразия, мы будем счи-

тать его кольцо когомологий. Пусть 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} — симплекс, причём 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘.
Рассмотрим алгебру многочленов Z[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚] и внешнюю алгебру Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚]. Обозна-
чим 𝑣𝐼 = 𝑣𝑖1 . . . 𝑣𝑖𝑘 и 𝑢𝐼 = 𝑢𝑖1 . . . 𝑢𝑖𝑘 — мономы в соответствующих алгебрах.

Определение 3.1. Кольцо граней симплициального комплекса 𝒦 на множестве [𝑚] назы-
вается факторкольцо алгебры многочленов по идеалу, который порождён несоответству-
ющими симплексам в 𝒦 мономами. То есть

Z[𝒦] = Z[𝑣1, . . . , 𝑣𝑚]/ℐ𝒦,

где ℐ𝒦 = (𝑣𝐼 : 𝐼 /∈ 𝒦) — идеал.

Рассмотрим фактор-алгебру

𝑅*(𝒦) = Λ[𝑢1, . . . , 𝑢𝑚]⊗ Z[𝒦]/(𝑣2𝑖 = 𝑢𝑖𝑣𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚). (3.1)

Тогда 𝑅*(𝒦) — это биградуированная дифференциальная алгебра с аддитивным базисом
{𝑢𝐽𝑣𝐼}, где 𝐼 ∈ 𝒦, 𝐽 ⊆ [𝑚], 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅,

𝑏𝑖𝑑𝑒𝑔 𝑢𝑖 = (−1, 2), 𝑏𝑖𝑑𝑒𝑔 𝑣𝑖 = (0, 2), 𝑑𝑢𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑑𝑣𝑖 = 0.

Теорема 3.1 (Lemma 4.5.3, [1]). Пусть 𝐶*(Z𝒦) — алгебра клеточных коцепей с естествен-
ным умножением, которое индуцирует стандартное произведение в когомологиях. Тогда
имеем изоморфизм алгебр:

𝑅*(𝒦) ∼= 𝐶*(Z𝒦).
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В алгебре 𝑅*(𝒦) можно рассмотреть мультиградуировку:

𝑚𝑑𝑒𝑔 𝑢𝑖 = (−1, 2𝑒𝑖), 𝑚𝑑𝑒𝑔 𝑣𝑖 = (0, 2𝑒𝑖),

где 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 — элементы стандартного базиса в Z𝑚.
Пусть 𝐽 ⊆ [𝑚]. Полным подкомплексом 𝒦𝐽 симплициального комплекса 𝒦 будем на-

зывать подкомплекс следующего вида:

𝒦𝐽 = {𝐼 ∈ 𝒦 : 𝐼 ⊆ 𝐽} .

Для всех 𝒦𝐽 рассмотрим комплекс симплициальных коцепей (𝐶*(𝒦𝐽), 𝑑). Группа 𝐶𝑝(𝒦𝐽)
является свободной абелевой группой с базисом 𝜒𝐿, где 𝜒𝐿 — характеристическая функция
симплекса 𝐿 ∈ 𝒦𝐽 , |𝐿| = 𝑝+ 1.

Теорема 3.2 (Theorem 3.2.4, [1]). Имеет место изоморфизм коцепных комплексов (𝐶*(𝒦𝐽), 𝑑)
и (𝑅*−|𝐽 |+1,2𝐽(𝒦), 𝑑):

0 Z 𝐶0(𝒦𝐽) . . . 𝐶𝑝−1(𝒦𝐽) . . .

0 𝑅−|𝐽 |,2𝐽 𝑅−|𝐽 |+1,2𝐽 . . . 𝑅−|𝐽 |+𝑝,2𝐽 . . .

- -𝑑

?

𝑓−1 ∼=

-𝑑

?

𝑓0 ∼=

-𝑑 -𝑑

?

𝑓𝑝−1 ∼=

- -𝑑 -𝑑 -𝑑 -𝑑

где 𝑓𝑝(𝜒𝐿) = 𝜀(𝐿, 𝐽)𝑢𝐽∖𝐿𝑣𝐿, 𝜀(𝐿, 𝐽) — некоторый знак.

То есть мы получили изоморфизм дифференциальных градуированных алгебр, кото-
рыми мы будем пользоваться далее:

𝐶*(Z𝒦) ∼= 𝑅*(𝒦) ∼=
⨁︁

𝑝≥0,𝐽⊆[𝑚]

𝐶𝑝−1(𝒦𝐽), (3.2)

и изоморфизм их когомологий:

𝐻*(Z𝒦) ∼= 𝐻*(𝒦) ∼=
⨁︁

𝑝≥0,𝐽⊆[𝑚]

𝐻𝑝−1(𝒦𝐽).

Теорема 3.3 (Proposition 3.2.10, [1]). Произведение на
⨁︀

𝑝≥0,𝐽⊆[𝑚]

𝐶𝑝−1(𝒦𝐽), которое инду-

цировано из алгебры 𝑅*(𝒦), совпадает с точностью до знака с произведением, которое
индуцировано отображениями

𝜎 : 𝐶𝑝−1(𝒦𝐼)× 𝐶𝑞−1(𝒦𝐽) → 𝐶𝑝+1−1(𝒦𝐼∪𝐽),

(𝜒𝐿, 𝜒𝑁) ↦→

{︃
𝜒𝐿⊔𝑁 , если 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅, 𝐿 ⊔𝑁 ∈ 𝒦𝐼⊔𝐽

0, иначе
.

Рассмотрим ещё один аналог вычисления кольца когомологий момент-угол многообра-
зия Z𝑃 , соответствующего многограннику 𝑃 , который представлен в работе [2]. Он удобен
тем, что позволяет считать кольцо когомологий момент-угол многообразия через гомоло-
гии объединения граней данного многогранника.
Пусть размерность многогранника 𝑃 равна 𝑑, количество граней 𝑃 равно 𝑛. Будем обо-
значать ℱ — множество граней 𝑃 , ℐ — подмножество ℱ , ℐ — дополнение к ℐ в ℱ , 𝑃ℐ —
объединение граней 𝑃 , которые лежат в ℐ. Тогда имеет место следующая теорема.
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Теорема 3.4 (Theorem 7.6, [2]). Имеет место следующий изоморфизм:

𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻𝑑+|ℐ|−𝑖−1(𝑃ℐ ,Z). (3.3)

Обозначим 𝜓([𝑐]) — обратный образ этого изоморфизма класса [𝑐] в любом слагаемом
правого члена. Пусть [𝑐] ∈ ̃︀𝐻𝑘(𝑃ℐ ,Z) и [𝑐′] ∈ ̃︀𝐻𝑘′(𝑃𝒥 ,Z). Тогда [𝑐] ∩ [𝑐′] — их класс пере-
сечения в ̃︀𝐻𝑘+𝑘′−𝑑+1(𝑃ℐ∩𝒥 ,Z). Тогда с точностью до знака произведение в когомологиях
определяется следующим образом:

𝜓([𝑐])⌣ 𝜓([𝑐′]) =

{︃
𝜓([𝑐] ∩ [𝑐′]), если ℐ ∪ 𝒥 = ℱ
0, иначе

.

Отметим, что в этой работе будут вычисляться кольца когомологий с точностью до
знака.

4. Момент-угол многообразия усечённых кубов и их коль-
ца когомологий

В этом разделе мы будем рассматривать многогранники, которые получаются при от-
секании плоскостью части трёхмерного куба, и будем изучать свойства момент-угол мно-
гообразий этих многогранников. Отметим для начала утверждение, которым мы будем
дальше пользоваться.

Предложение 4.1 (Corollary 11.1, [2]). Если многогранник 𝑃 имеет размерность не бо-
лее 4, тогда группы когомологий соответствующего момент-угол многообразия являются
свободными.

Рассмотрим многогранник 𝐶𝑣, который получается при отсекании вершины куба. Обо-
значим его грани следующим образом: 0 — новая грань, получившаяся при отсекании
вершины, 1 — передняя грань, 2 — правая грань, 3 — верхняя грань и
1′, 2′, 3′ — грани, противоположные к граням 1, 2, 3 соответственно.

0

1

3

2

Рис. 1 Куб с усечённой вершиной

Посчитаем кольцо когомологий момент-угол многообразия, соответствующего этому
усечённому кубу. Для удобства запишем данные, которые мы имеем, в таблицу. А именно:
объединение граней 𝑃ℐ , которые не являются гомотопически эквивалентными точке, со-
ответствующие им порождающие классы приведённых гомологий [𝑐] и их гомотопический
тип.
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|ℐ| 𝑃ℐ → [𝑐] Гомотопический тип

2
𝑃{1,1′} → [𝑐1], 𝑃{2,2′} → [𝑐2], 𝑃{3,3′} → [𝑐3], 𝑃{0,1′} → [𝛼1′ ],
𝑃{0,2′} → [𝛼2′ ], 𝑃{0,3′} → [𝛼3′ ]

Пара точек

𝑃{0,1′,2′} → [𝛼1′2′ ], 𝑃{0,1′,3′} → [𝛼1′3′ ], 𝑃{0,2′,3′} → [𝛼2′3′ ],
𝑃{0,1,1′} → [𝑐10], 𝑃{0,2,2′} → [𝑐20], 𝑃{0,3,3′} → [𝑐30]

Пара точек

3 𝑃{1,2,3} → [𝜇] Окружность
𝑃{0,1′,2′,3′} → [𝛼1′2′3′ ] Пара точек

4
𝑃{1,2,1′,2′} → [𝑐12], 𝑃{1,3,1′,3′} → [𝑐13], 𝑃{2,3,2′,3′} → [𝑐23],
𝑃{1,2,3,1′} → [𝜇1′ ], 𝑃{1,2,3,2′} → [𝜇2′ ], 𝑃{1,2,3,3′} → [𝜇3′ ]

Окружность

5
𝑃{1,0,2,1′,2′} → [𝜆12], 𝑃{1,0,3,1′,3′} → [𝜆13], 𝑃{2,0,3,2′,3′} → [𝜆23],
𝑃{1,2,3,1′,2′} → [𝜇1′2′ ], 𝑃{1,2,3,1′,3′} → [𝜇1′3′ ], 𝑃{1,2,3,2′,3′} → [𝜇2′3′ ]

Окружность

Отметим сразу, что некоторые группы когомологий тривиальным образом вытекают из
формулы (3.3):

𝐻0(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻2+|ℐ|(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻2(𝜕𝐶𝑣,Z) ∼= ̃︀𝐻2(𝑆
2,Z) ∼= Z,

𝐻10(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−8(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻−1(∅,Z) ∼= Z,

𝐻1(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻1+|ℐ|(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻1(𝜕𝐶𝑣,Z) ∼= 0,

𝐻2(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻0(𝜕𝐶𝑣,Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{𝑖1,...,𝑖6},Z) ∼= 0.

Аналогично вычислению последних двух групп когомологий получаем:

𝐻8(Z𝑃 ) ∼= 0,

𝐻9(Z𝑃 ) ∼= 0.

Теперь, пользуясь таблицей, вычислим группы когомологий оставшихся размерностей:

𝐻3(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−1(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻1(𝑃{1,0,2,1′,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,0,3,1′3′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{2,0,3,2′,3′},Z)⊕

⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,1′,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,1′,3′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,2′,3′},Z) ∼= Z6,

𝐻4(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−2(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,1′,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,3,1′,3′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{2,3,2′,3′},Z)⊕

⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,1′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3,3′},Z) ∼= Z6,

𝐻5(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−3(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻0(𝑃{0,1′,2′,3′},Z)⊕ ̃︀𝐻1(𝑃{1,2,3},Z) ∼= Z2,

𝐻6(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−4(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻0(𝑃{0,1′,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,1′,3′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,2′,3′},Z)⊕

⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,1,1′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,2,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,3,3′},Z) ∼= Z6,
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𝐻7(Z𝑃 ) ∼=
⨁︁
ℐ⊂ℱ

̃︀𝐻|ℐ|−5(𝑃ℐ ,Z) ∼= ̃︀𝐻0(𝑃{1,1′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{2,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{3,3′},Z)⊕

⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,1′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,2′},Z)⊕ ̃︀𝐻0(𝑃{0,3′},Z) ∼= Z6.

Пусть 𝑏𝑖(Z𝑃 ) — 𝑖-е число Бетти момент-угол многообразия Z𝑃 . Тогда мы получаем, что

(𝑏0(Z𝑃 ), 𝑏
1(Z𝑃 ), . . . , 𝑏

10(Z𝑃 )) = (1, 0, 0, 6, 6, 2, 6, 6, 0, 0, 1).

Оформим полученные данные о группах когомологий в месте с порождающими в виде
таблицы:

𝑖 𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z)
1, 2, 8, 9 {0}

3 Z · 𝜓([𝜆12])⊕ Z · 𝜓([𝜆13])⊕ Z · 𝜓([𝜆23])⊕ Z · 𝜓([𝜇1′2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝜇2′3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝜇1′3′ ])
4 Z · 𝜓([𝑐12])⊕ Z · 𝜓([𝑐13])⊕ Z · 𝜓([𝑐23])⊕ Z · 𝜓([𝜇1′ ])⊕ Z · 𝜓([𝜇2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝜇3′ ])
5 Z · 𝜓([𝛼1′2′3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝜇])
6 Z · 𝜓([𝛼1′2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝛼1′3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝛼2′3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑐10])⊕ Z · 𝜓([𝑐20])⊕ Z · 𝜓([𝑐30])
7 Z · 𝜓([𝛼1′ ])⊕ Z · 𝜓([𝛼2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝛼3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑐1])⊕ Z · 𝜓([𝑐2])⊕ Z · 𝜓([𝑐3])
10 Z · 𝜓([𝑐])

Предложение 4.2 (Теорема 6.9, [3]). Группы когомологий произведения сфер имеют сле-
дующий вид:

𝐻 𝑖(𝑆𝑛1 × 𝑆𝑛2 × . . .× 𝑆𝑛𝑘) ∼= Z#{𝑛𝑖1
≤...≤𝑛𝑖𝑝 : 𝑛𝑖1

+...+𝑛𝑖𝑝=𝑖}.

Предложение 4.3. Пусть 𝑀1 и 𝑀2 — замкнутые, связные, ориентируемые многообразия
размерности 𝑛. Тогда

𝐻 𝑖(𝑀1#𝑀2) ∼= 𝐻 𝑖(𝑀1)⊕𝐻 𝑖(𝑀2), 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}.

Доказательство. Имеет место точная когомологическая последовательность Майера-
Виеториса

. . .→ 𝐻 𝑖(𝑀1#𝑀2) → 𝐻 𝑖(𝑀1 ∖𝐷𝑛)⊕𝐻 𝑖(𝑀2 ∖𝐷𝑛) → 𝐻 𝑖(𝑆𝑛−1) → 𝐻 𝑖−1(𝑀1#𝑀2) → . . .

Учитывая то, что 𝐻 𝑖(𝑀1 ∖𝐷𝑛) ∼= 𝐻 𝑖(𝑀1) и 𝐻 𝑖(𝑀2 ∖𝐷𝑛) ∼= 𝐻 𝑖(𝑀2) для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1},
получаем тот изоморфизм, который хотели доказать.

Обозначим 𝑋#𝑘 — связную сумму 𝑘 копий пространства 𝑋. Пользуясь этими предложе-
ниями, мы получаем, что числа Бетти для связной суммы произведения сфер

(𝑆3 × 𝑆3 × 𝑆4)#3#(𝑆4 × 𝑆6)#3#(𝑆5 × 𝑆5)

имеют следующий вид:

(̃︀𝑏0, . . . ,̃︀𝑏10) = (1, 0, 0, 6, 6, 2, 6, 6, 0, 0, 1).

То есть мы доказали следующую теорему.

Теорема 4.4. Имеет место изоморфизм групп когомологий:

𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z) ∼= 𝐻 𝑖((𝑆3 × 𝑆3 × 𝑆4)#3#(𝑆4 × 𝑆6)#3#(𝑆5 × 𝑆5),Z) ∀𝑖,

где многогранник 𝑃 = 𝐶𝑣 — куб, с усечённой вершиной.
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Далее, конечно же, возникает следующее предположение: если совпадают все группы
когомологий, то возможно и пространства совпадают

Z𝑃 = (𝑆3 × 𝑆3 × 𝑆4)#3#(𝑆4 × 𝑆6)#3#(𝑆5 × 𝑆5).

Чтобы разобраться с этим предположением, посчитаем кольцо когомологий момент-угол
многообразия. По теореме 3.4 нетривиальные произведения в когомологиях 𝜓([𝑐])⌣ 𝜓([𝑐′])
будут давать те классы, для которых выполнены следующие условия:

1. Прообразы [𝑐] ∈ ̃︀𝐻𝑘(𝑃ℐ ,Z) и [𝑐′] ∈ ̃︀𝐻𝑘′(𝑃𝒥 ,Z) порождаются такими гранями 𝑃ℐ и 𝑃𝒥 ,
что ℐ ∪ 𝒥 = ℱ ;

2. 𝑃ℐ∩𝒥 — гомотопически не эквивалентно точке;

3. Если 𝑃ℐ∩𝒥 ≃ 𝑝𝑡 ⊔ 𝑝𝑡, то 𝑘 + 𝑘′ = 2;

4. Если 𝑃ℐ∩𝒥 = ∅, то 𝑘 + 𝑘′ = 1.

Обозначим 𝜓([𝑐]) ∈ 𝐻10(Z𝑃 ) — единственную порождающую высшей размерности. Тогда
имеем следующие нетривиальные произведения:

𝐻3 ×𝐻3 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓([𝜆12])⌣ 𝜓([𝜆13]) = 𝜓([𝑐10])

𝜓([𝜆12])⌣ 𝜓([𝜆23]) = 𝜓([𝑐20])

𝜓([𝜆13])⌣ 𝜓([𝜆23]) = 𝜓([𝑐30])

𝐻3 ×𝐻4 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝜆12])⌣ 𝜓([𝑐13]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝜆12])⌣ 𝜓([𝑐23]) = 𝜓([𝑐2])

𝜓([𝜆13])⌣ 𝜓([𝑐12]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝜆13])⌣ 𝜓([𝑐23]) = 𝜓([𝑐3])

𝜓([𝜆23])⌣ 𝜓([𝑐12]) = 𝜓([𝑐2])

𝜓([𝜆23])⌣ 𝜓([𝑐13]) = 𝜓([𝑐3])

𝐻5 ×𝐻5 : 𝜓([𝛼1′2′3′ ])⌣ 𝜓([𝜇]) = 𝜓([𝑐])

𝐻6 ×𝐻4 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑐12])⌣ 𝜓([𝑐30]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐13])⌣ 𝜓([𝑐20]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐23])⌣ 𝜓([𝑐10]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝛼1′2′ ])⌣ 𝜓([𝜇3′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝛼1′3′ ])⌣ 𝜓([𝜇2′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝛼2′3′ ])⌣ 𝜓([𝜇1′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝐻7 ×𝐻3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑐1])⌣ 𝜓([𝜆23]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐2])⌣ 𝜓([𝜆13]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐3])⌣ 𝜓([𝜆12]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝜇1′2′ ])⌣ 𝜓([𝛼3′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝜇1′3′ ])⌣ 𝜓([𝛼2′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝜇2′3′ ])⌣ 𝜓([𝛼1′ ]) = 𝜓([𝑐])

Получили полное описание кольца когомологий 𝐻*(Z𝑃 ) момент-угол многообразия, соот-
ветствующего кубу с усечённой вершиной.
Теперь покажем, что на самом деле Z𝑃 ̸≃ (𝑆3×𝑆3×𝑆4)#3#(𝑆4×𝑆6)#3#(𝑆5×𝑆5). Докажем
даже более сильное утверждение.

Теорема 4.5. Момент-угол многообразие, соответствующее кубу с усечённой вершиной,
не гомотопически эквивалентен никакой связной сумме произведений сфер.

Доказательство. Посмотрим внимательнее на кольцо когомологий 𝐻*(Z𝑃 ). Заметим, что
следующие классы

𝜓([𝜆12]), 𝜓([𝜆13]), 𝜓([𝜆23]) ∈ 𝐻3(Z𝑃 ); 𝜓([𝑐12]), 𝜓([𝑐13]), 𝜓([𝑐23]) ∈ 𝐻4(Z𝑃 );

𝜓([𝑐10]), 𝜓([𝑐20]), 𝜓([𝑐30]) ∈ 𝐻6(Z𝑃 ); 𝜓([𝑐1]), 𝜓([𝑐2]), 𝜓([𝑐3]) ∈ 𝐻7(Z𝑃 ); [𝑐] ∈ 𝐻10(Z𝑃 )
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связаны нетривиальными произведениями.
Допустим противное, то есть наше момент-угол многообразие гомотопически эквивалент-
но связной сумме произведений сфер. Так как нетривиальные произведения получаются
только из образующих, сферы которых лежат в одном связном слагаемом, и когомологи-
ческая длина нашего кольца равна 3, то в этом связном слагаемом должно быть ровно 3
сферы. Но тогда из описания кольца мы видим, что сюда не могут попасть все порож-
дающие, которые связаны нетривиальными произведениями. То есть они лежат в других
связных компонентах. Получили противоречие.

В итоге мы видим, что при такой простой операции над кубом как отсечение вершины,
топология соответствующего ему момент-угол многообразия сильно усложняется. Но всё
же эта операция имеет хорошее свойство.

Предложение 4.6 (Remarks, [4]). Пусть 𝑃 — многогранник и 𝑃𝑣 — многогранник, у ко-
торого отсекли вершину. Заметим, что комбинаторный тип многогранника 𝑃𝑣 зависит от
того, какую вершину мы срезаем. Оказывается, что момент-угол многообразие, с точно-
стью до диффеоморфизма, не зависит от того, какую вершину мы срезаем.

Это утверждение порождает много примеров различных многогранников, у которых
одинаковые момент-угол многообразия.

Рассмотрим следующий пример усечённого куба. Сечение и получившийся многогран-
ник показаны на Рис. 2.

0

1
3

2

Рис. 2 Усечённый куб, сечением которого является пятиугольник

Грани получившегося многогранник обозначим следующим образом: 0 — верхняя тре-
угольная грань, 1, 2, 3 — левая, передняя и правая пятиугольные грани, 1′, 3′ — четы-
рёхугольные грани, которые лежат напротив граней 1, 3 соответственно, 2′ — оставшаяся
четырёхугольная грань.

Предложение 4.7. Построенный усечённый куб, сечением которого является пятиуголь-
ник, комбинаторно эквивалентен кубу с усечённой вершиной.

Доказательство. Сопоставим 𝑖-ю грань куба с усечённой вершиной с 𝑖-й гранью нового
усечённого куба в обозначениях, которые мы ввели ранее, где 𝑖 ∈ {0, 1, 2, 3, 1′, 2′, 3′}. Тогда
видим совпадение вершин, рёбер и граней.

Из этого предложения сразу же следует, что у этих многогранников одинаковые момент-
угол многообразия.
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На Рис. 3 показано сечение куба и многогранник, который получается при этом отсе-
чении части куба. Это наш следующий пример.

3

1

2

0

Рис. 3 Усечённый куб, сечением которого является шестиугольник

Обозначим его грани следующим образом: 0 — новая шестиугольная грань, 1, 2, 3 —
треугольные грани, отмеченные на рисунке, 1′, 2′, 3′ — пятиугольные грани, противополож-
ные треугольным граням 1, 2, 3 соответственно. Опишем кольцо когомологий момент-угол
многообразия, соответствующего этому многограннику.

|ℐ| 𝑃ℐ → [𝑐] Гомотопический тип

2
𝑃{1,1′} → [𝑐1], 𝑃{2,2′} → [𝑐2], 𝑃{3,3′} → [𝑐3], 𝑃{1,2} → [𝑎12],
𝑃{1,3} → [𝑎13], 𝑃{2,3} → [𝑎23]

Пара точек

𝑃{1,1′,3} → [𝑐13], 𝑃{1,1′,2} → [𝑐12], 𝑃{2,2′,1} → [𝑐21], 𝑃{2,2′,3} → [𝑐23],
𝑃{3,3′,1} → [𝑐31], 𝑃{3,3′,2} → [𝑐32]

Пара точек

𝑃{0,2′,3′} → [𝑑2′3′ ], 𝑃{0,1′,3′} → [𝑑1′3′ ], 𝑃{0,1′,2′} → [𝑑1′2′ ] Окружность
3 𝑃{1,2,3} → [ℎ1], [ℎ2] Три точки

𝑃{0,1′,2′,3′} → [𝑔1], [𝑔2]
Букет двух

окружностей

𝑃{1,1′,3,2} → [𝑐132], 𝑃{2,2′,3,1} → [𝑐231], 𝑃{3,3′,1,2} → [𝑐312] Пара точек

4
𝑃{0,2′,3′,3} → [𝑑2′3′3], 𝑃{0,2′,3′,2} → [𝑑2′3′2], 𝑃{0,1′,3′,1} → [𝑑1′3′1],
𝑃{0,1′,3′,3} → [𝑑1′3′3], 𝑃{0,1,2′,1′} → [𝑑1′2′1], 𝑃{0,2,1′,2′} → [𝑑1′2′2]

Окружность

5
𝑃{0,3,1′,2′,3′} → [𝑓3], 𝑃{0,2,1′,2′,3′} → [𝑓2], 𝑃{0,1,1′,2′,3′} → [𝑓1],
𝑃{0,2,3,2′,3′} → [𝑒1], 𝑃{0,1,3,1′,3′} → [𝑒2], 𝑃{0,1,2,1′,2′} → [𝑒3]

Окружность

Аналогичным образом, как и в первом примере, вычисляя группы когомологий, получаем:

𝑖 𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z)
1, 2, 8, 9 {0}

3 Z · 𝜓([𝑓1])⊕ Z · 𝜓([𝑓2])⊕ Z · 𝜓([𝑓3])⊕ Z · 𝜓([𝑒1])⊕ Z · 𝜓([𝑒2])⊕ Z · 𝜓([𝑒3])

4
Z · 𝜓([𝑑1′2′1]) ⊕ Z · 𝜓([𝑑1′2′2]) ⊕ Z · 𝜓([𝑑1′3′1]) ⊕ Z · 𝜓([𝑑1′3′3]) ⊕ Z · 𝜓([𝑑2′3′2]) ⊕ Z ·
𝜓([𝑑2′3′3])⊕ Z · 𝜓([𝑔1])⊕ Z · 𝜓([𝑔2])

5 Z · 𝜓([𝑐132])⊕ Z · 𝜓([𝑐231])⊕ Z · 𝜓([𝑐312])⊕ Z · 𝜓([𝑑1′2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑑1′3′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑑2′3′ ])

6
Z · 𝜓([𝑐12])⊕ Z · 𝜓([𝑐13])⊕ Z · 𝜓([𝑐21])⊕ Z · 𝜓([𝑐23])⊕ Z · 𝜓([𝑐31])⊕ Z · 𝜓([𝑐32])⊕ Z ·
𝜓([ℎ1])⊕ Z · 𝜓([ℎ2])

7 Z · 𝜓([𝑐1])⊕ Z · 𝜓([𝑐2])⊕ Z · 𝜓([𝑐3])⊕ Z · 𝜓([𝑎12])⊕ Z · 𝜓([𝑎13])⊕ Z · 𝜓([𝑎23])
10 Z · 𝜓([𝑐])
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(𝑏0(Z𝑃 ), 𝑏
1(Z𝑃 ), . . . , 𝑏

10(Z𝑃 )) = (1, 0, 0, 6, 8, 6, 8, 6, 0, 0, 1).

Из предложений 4.2 и 4.3 получаем, что числа Бетти для связной суммы произведения
сфер

(𝑆3 × 𝑆7)#6#(𝑆4 × 𝑆6)#8#(𝑆5 × 𝑆5)#3

имеют вид:
(̃︀𝑏0, . . . ,̃︀𝑏10) = (1, 0, 0, 6, 8, 6, 8, 6, 0, 0, 1).

Теорема 4.8. Имеется следующий изоморфизм групп когомологий

𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z) ∼= 𝐻 𝑖((𝑆3 × 𝑆7)#6#(𝑆4 × 𝑆6)#8#(𝑆5 × 𝑆5)#3,Z) ∀𝑖,

где 𝑃 — рассматриваемый в данном примере усечённый куб.

Теперь разберёмся с произведением в когомологиях данного момент-угол многообра-
зия. Оказывается, что когомологическая длина его равна 2. Действительно, если бы было
больше, то должно существовать нетривиальное произведение 𝐻3 ×𝐻3 или 𝐻3 ×𝐻4, так
как 𝐻8(Z𝑃 ) = 0. Непосредственная проверка руками показывает, что все такие произве-
дения тривиальные. Например, для 𝜓([𝑓3]) ⌣ 𝜓([𝑒3]) получаем, что 𝑃{0,3,1′,2′,3′} → [𝑓3] и
𝑃{0,1,2,1′,2′} → [𝑒3]. Тогда видим, что

{0, 1, 2, 1′, 2′} ∪ {0, 3, 1′, 2′, 3′} = ℱ , {0, 1, 2, 1′, 2′} ∩ {0, 3, 1′, 2′, 3′} = {0, 1′, 2′},

но ̃︀𝐻1+1−3+1(𝑃{0,1′,2′},Z) = ̃︀𝐻0(𝑆
1,Z) = 0.

Выпишем нетривиальные произведения.

𝐻3 ×𝐻7 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑐1]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑒2])⌣ 𝜓([𝑐2]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑐3]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑓1])⌣ 𝜓([𝑎23]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑓2])⌣ 𝜓([𝑎13]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑓3])⌣ 𝜓([𝑎12]) = 𝜓([𝑐])

𝐻5 ×𝐻5 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓([𝑐132])⌣ 𝜓([𝑑2′3′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐231])⌣ 𝜓([𝑑1′3′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑐312])⌣ 𝜓([𝑑1′2′ ]) = 𝜓([𝑐])

𝐻4 ×𝐻6 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑑1′2′1])⌣ 𝜓([𝑐32]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑑1′2′2])⌣ 𝜓([𝑐31]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑑1′3′1])⌣ 𝜓([𝑐23]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑑1′3′3])⌣ 𝜓([𝑐21]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑑2′3′2])⌣ 𝜓([𝑐13]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑑2′3′3])⌣ 𝜓([𝑐12]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑔1])⌣ 𝜓([ℎ1]) = 𝜓([𝑐])

𝜓([𝑔2])⌣ 𝜓([ℎ2]) = 𝜓([𝑐])

Получили полное описание кольца когомологий данного момент-угол многообразия. От-
метим, что для связной суммы произведения сфер (𝑆3 × 𝑆7)#6#(𝑆4 × 𝑆6)#8#(𝑆5 × 𝑆5)#3

произведения в кольце когомологий совпадают с произведениями в кольце когомологий
рассматриваемого момент-угол многообразия. То есть мы доказали следующую теорему.
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Теорема 4.9. Имеет место следующий изоморфизм колец когомологий

𝐻*(Z𝑃 ,Z) ∼= 𝐻*((𝑆3 × 𝑆7)#6#(𝑆4 × 𝑆6)#8#(𝑆5 × 𝑆5)#3,Z),

где 𝑃 — усечённый куб, сечением которого является шестиугольник.

Заметим, что в данном примере кольцо когомологий момент-угол многообразия совпа-
ло с кольцом когомологий связной суммы произведения сфер, в отличии от первого при-
мера, где рассматривалось момент-угол многообразие, соответствующее кубу с усечённой
вершиной. То есть на данный момент мы не можем отвергнуть гипотезу, что

Z𝑃
∼= (𝑆3 × 𝑆7)#6#(𝑆4 × 𝑆6)#8#(𝑆5 × 𝑆5)#3.

В качестве следующего примера рассмотрим куб с усечённым ребром. Сечение куба и
сам куб с усечённым ребром показаны на Рис. 4.

Рис. 4 Куб с усечённым ребром

Сразу заметим, что получившийся многогранник 𝑃 имеет вид

𝑃 = 𝐾5 × 𝐼1,

где 𝐾5 — пятиугольник, 𝐼1 — отрезок.

Вычислим момент-угол многообразие, соответствующее отрезку. Решим более общую
задачу: найдём момент-угол многообразие, соответствующее симплексу ∆𝑛. Мы имеем:

𝑖𝐴,𝑏(∆
𝑛) = {𝑦 ∈ R𝑛+1 : 𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑛+1 = 1, 𝑦𝑖 ≥ 0}.

Тогда мы получаем, что

ZΔ𝑛 = {𝑧 ∈ C𝑛+1 : |𝑧1|2 + . . .+|𝑧𝑛+1|2 = 1} = 𝑆2𝑛+1.

Для нашего примера получаем
Z𝐼1 = 𝑆3.

Также отметим, что 𝐾4 = 𝐼1× 𝐼1 — квадрат. Его момент-угол многообразие по предложе-
нию 2.2 имеет вид

Z𝐾4 = 𝑆3 × 𝑆3.
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Теорема 4.10 (Theorem 2.2, [4]). Пусть 𝑃 — простой многогранник размерности 𝑛 с 𝑚
гипергранями. Тогда, при условии 𝑚 < 3𝑛, после срезки вершины имеем:

Z𝑃𝑣 = 𝜕((Z𝑃 )−1 ×𝐷2)#𝑚−𝑛
𝑗=1

(︂
𝑚− 𝑛

𝑗

)︂
(𝑆𝑚+𝑛−𝑗−1 × 𝑆𝑗+2),

где (Z𝑃 )−1 = Z𝑃 ∖𝐷𝑚+𝑛, 𝜕 — взятие границы.

Предложение 4.11 ((Fico’s Lemmata) Lemma 2, [4]). Имеют место следующие диффео-
морфизмы:

1. 𝑆𝑝, 𝑆𝑞 — сферы соответствующих размерностей. Тогда

𝜕((𝑆𝑝 × 𝑆𝑞)−1 ×𝐷2) ∼= (𝑆𝑝+1 × 𝑆𝑞)#(𝑆𝑝 × 𝑆𝑞+1),

2. Если 𝑀 и 𝑁 — связные многообразия, то

𝜕((𝑀#𝑁)−1 ×𝐷2) ∼= 𝜕(𝑀−1 ×𝐷2)#𝜕(𝑁−1 ×𝐷2).

Пользуясь теоремой 4.10 и предложением 4.11 и учитывая, что Z𝐾4 = 𝑆3 × 𝑆3, мы
можем вычислить Z𝐾5 . А именно:

Z𝐾5 = 𝜕((𝑆3 × 𝑆3)−1 ×𝐷2)#(𝑆4 × 𝑆3)#2#(𝑆3 × 𝑆4) = (𝑆3 × 𝑆4)#5.

Применяя предложение 2.2 к кубу с усечённым ребром, получаем описание его момент-
угол многообразия:

Z𝑃 = Z𝐾5 × Z𝐼1 = (𝑆3 × 𝑆4)#5 × 𝑆3.

Таким образом, мы разобрали примеры со всеми многогранниками, которые получа-
ются применением одной операции усечения куба плоскостью.

Рассмотрим ещё 2 примера многогранников, которые получаются применением дву-
кратной операцией срезки ребра. На Рис. 5 показан первый пример такого многогранника.

Рис. 5 Первый пример куба с двумя усечёнными ребрами

Очевидно, что данный усечённый куб 𝑃1 является шестиугольной призмой. То есть

𝑃1 = 𝐾6 × 𝐼1,

17



где 𝐾6 — шестиугольник.
Поскольку 5 < 3 × 2 = 6, то можем воспользоваться теоремой 4.10 и предложением 4.11,
чтобы посчитать момент-угол многообразие шестиугольника.

Z𝐾6 = 𝜕((𝑆3 × 𝑆3)#5
−1 ×𝐷2)#(𝑆5 × 𝑆3)#3#(𝑆4 × 𝑆4)#3#(𝑆3 × 𝑆5) =

= ((𝑆3 × 𝑆5)#(𝑆4 × 𝑆4))#5#(𝑆5 × 𝑆3)#3#(𝑆4 × 𝑆4)#3#(𝑆3 × 𝑆5) =

= (𝑆3 × 𝑆5)#9#(𝑆4 × 𝑆4)#8.

Тогда момент-угол многообразие, соответствующее шестиугольной призме выглядит сле-
дующим образом:

Z𝑃1 = Z𝐾6 × Z𝐼1 = ((𝑆3 × 𝑆5)#9#(𝑆4 × 𝑆4)#8)× 𝑆3.

Теперь рассмотрим второй пример многогранника, который получается применением дву-
кратной операции срезки ребра. Он показан на Рис. 6.

3

1

2

0

0′

Рис. 6 Второй пример куба с двумя усечёнными ребрами

Обозначим его грани следующим образом: 0, 0′ — новые грани, отмеченные на рисунке,
которые получились при усечении куба, 1, 3 — передняя и верхняя пятиугольные грани,
2 — правая четырёхугольная грань, 1′, 2′, 3′ — грани, противоположные граням 1, 2, 3 со-
ответственно.

Пусть 𝐴 =
⨁︀
𝑖≥0

𝐴𝑖 — коммутативная дифференциальная градуированная алгебра над Z.

Рассмотрим такие 𝛼𝑖 ∈ 𝐻𝑘𝑖(𝐴), для 𝑖 = 1, 2, 3, что

𝛼1𝛼2 = 0, 𝛼2𝛼3 = 0

в 𝐻(𝐴). Выберем их представителей: [𝑎𝑖] = 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑘𝑖 . Так как произведение этих классов
когомологий равны нулю, значит их представители отличаются на кограницу:

𝑎1𝑎2 = 𝑑𝑎12, 𝑎2𝑎3 = 𝑑𝑎23,

где 𝑎12 ∈ 𝐴𝑘1+𝑘2−1 и 𝑎23 ∈ 𝐴𝑘2+𝑘3−1. Отсюда получаем, что элемент

𝑏 = (−1)𝑘1+1𝑎1𝑎23 + 𝑎12𝑎3

является коциклом в 𝐴𝑘1+𝑘2+𝑘3−1, то есть 𝑑𝑏 = 0.
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Определение 4.1. Тройным произведением Масси < 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 > называется множество,
которое лежит в 𝐻𝑘1+𝑘2+𝑘3−1(𝐴) и состоит из элементов, полученных описанной выше
операцией. Так как элементы 𝑎12 и 𝑎23 определены с точностью до коциклов, тогда можно
сказать, что

< 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 >= [𝑏] + 𝛼1𝐻
𝑘2+𝑘3−1 + 𝛼3𝐻

𝑘1+𝑘2−1.

Произведение Масси называется тривиальным, если 0 ∈< 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 >.

Покажем, опираясь на работу [5], что кольцо когомологий данного момент-угол много-
образия имеет нетривиальное тройное произведение Масси. Пусть 𝒦𝑃2 — симплициальный
комплекс, двойственный к границе нашего второго примера куба с двумя усечёнными рёб-
рами 𝑃2. Рассмотрим его кольцо граней. Оно имеет вид:

Z[𝒦𝑃2 ] = Z[𝑣0, 𝑣0′ , 𝑣1, 𝑣1′ , 𝑣2, 𝑣2′ , 𝑣3, 𝑣3′ ]/ℐ𝒦𝑃2
,

где
ℐ𝒦𝑃2

= (𝑣3𝑣3′ , 𝑣2𝑣2′ , 𝑣1𝑣1′ , 𝑣0𝑣0′ , 𝑣2𝑣3, 𝑣1𝑣2′ , 𝑣2𝑣0′ , 𝑣0′𝑣1′ , 𝑣0𝑣2, 𝑣0𝑣2′).

Рассмотрим кольцо 𝑅*(𝒦𝑃2), где внешние порождающие 𝑢0, 𝑢0′ , . . . , 𝑢3, 𝑢3′ удовлетворяют
𝑑𝑢𝑖 = 𝑣𝑖. Рассмотрим элементы 𝑎 = 𝑣3𝑢3′ , b=𝑣2𝑢2′ , c=𝑣1𝑢1′ . Они являются коциклами, так
как

𝑑𝑎 = 𝑣3𝑣3′ = 0, 𝑑𝑏 = 𝑣2𝑣2′ = 0, 𝑑𝑐 = 𝑣1𝑣1′ = 0.

Обозначим соответствующие им классы когомологий: 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐻−1,4(𝑅*(𝒦𝑃2)).
Рассмотрим ещё 2 элемента: 𝑒 = 0 и 𝑓 = 𝑣1𝑢2𝑢2′𝑢1′ . Тогда, пользуясь тем, что в кольце
𝑅*(𝒦𝑃 ) имеем 𝑣2𝑣3 = 𝑣1𝑣2′ = 𝑣1𝑣1′ = 0, выполняются равенства

𝑎𝑏 = 𝑣2𝑣3𝑢2′𝑢3′ = 0 = 𝑑𝑒

и
𝑏𝑐 = 𝑣1𝑣2𝑢2′𝑢1′ = 𝑣2𝑣1𝑢2′𝑢1′ + 𝑣1𝑢2𝑣2′𝑢1′ + 𝑣1𝑢2𝑢2′𝑣1′ = 𝑑𝑓.

То есть определено тройное произведение Масси < 𝛼, 𝛽, 𝛾 >∈ 𝐻−4,12(𝑅*(𝒦𝑃2)). Оно пред-
ставлено коциклом

(−1)3+1𝑎𝑓 + 𝑒𝑐 = 𝑎𝑓 = 𝑣1𝑣3𝑢3′𝑢2𝑢2′𝑢1′ .

Из описания кольца 𝑅*(𝒦𝑃2) видно, что этот элемент нетривиален. То есть получили, что
тройное произведение Масси в нашем примере нетривиально.

Предложение 4.12 (Corollary A.4.10, [1]). Если дифференциальная градуированная ал-
гебра 𝐴 — формальная, тогда все её произведения Масси в 𝐻(𝐴) тривиальные.

То есть в нашем примере алгебра не является формальной. Таким образом мы доказали
следующую теорему.

Теорема 4.13. Момент-угол многообразие Z𝑃2 , соответствующее второму примеру куба
с двумя усечёнными гранями, является неформальным.

Отметим, что сферы являются формальными многообразиями. Также формальность
многообразия сохраняется при применении к формальным многообразиям операций пря-
мого произведения и связной суммы. То есть момент-угол многообразие Z𝑃1 , рассмотрен-
ное в прошлом примере, является формальным многообразием.
В итоге мы получили, что момент-угол многообразия, соответствующие разным кубам с
двумя усечёнными гранями, различные.

Z𝑃1 ≇ Z𝑃2 .

Получаем, что верна следующая теорема.
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Теорема 4.14. Пусть 𝑃 — многогранник и 𝑃𝑒 — многогранник, у которого отсекли ребро.
Тогда момент-угол многообразие Z𝑃𝑒 зависит от того, какое ребро мы срезаем.

Заметим, что ранее отмеченное предложение 4.6 говорит нам о том, что момент-угол
многообразие не зависит от того, какую вершину мы срезаем. И как мы видим теперь,
что если отсекать ребро, то это свойство не выполняется. То есть операция срезки ребра,
относительно исследования топологии момент-угол многообразия, устроена сложнее чем
операция срезки вершины.
Опишем явный вид кольца когомологий момент-угол многообразия, соответствующего
второму примеру куба с двумя усечёнными рёбрами.

|ℐ| 𝑃ℐ → [𝑐] Гомотопический тип

2
𝑃{1,1′} → [𝑐1], 𝑃{2,2′} → [𝑐2], 𝑃{3,3′} → [𝑐3], 𝑃{0,0′} → [𝑐0],
𝑃{1,2′} → [𝑎12′ ], 𝑃{3,2} → [𝑎32], 𝑃{2,0′} → [𝑎20′ ], 𝑃{0,2′} → [𝑎02′ ],
𝑃{0′,1′} → [𝑎0′1′ ], 𝑃{0,3′} → [𝑎03′ ]

Пара точек

3

𝑃{1,1′2′} → [𝑐12′ ], 𝑃{2,2′,3} → [𝑐22′3], 𝑃{2,2′,0′} → [𝑐22′0′ ], 𝑃{2,0′,3} →
[𝑐20′3], 𝑃{3,3′,2} → [𝑐32], 𝑃{1′,1,0′} → [𝑐10′ ], 𝑃{2′,1,0} → [𝑐2′10],
𝑃{2′,2,0} → [𝑐2′20], 𝑃{2′,1,2} → [𝑐2′12], 𝑃{3′,3,0} → [𝑐30], 𝑃{0,2′,0′} →
[𝑐02′0′ ], 𝑃{0,2′,3′} → [𝑐02′3′ ], 𝑃{0,0′,3′} → [𝑐00′3′ ], 𝑃{0′,1′,0} → [𝑐0′1′0],
𝑃{0′,1′,2} → [𝑐0′1′2], 𝑃{0′,0,2} → [𝑐0′02]

Пара точек

𝑃{2,2′,0′,3} → [𝑐22′0′3], 𝑃{2′,1,0,2} → [𝑐2′102], 𝑃{0,0′,2′,3′} → [𝑐00′2′3′ ],
𝑃{0′,2,0,1′} → [𝑐0′201′ ], 𝑃{0,2,0′,2′} → [𝑐020′2′ ]

Пара точек

4
𝑃{1,3,1′,3′} → [𝑒020′2′ ], 𝑃{1,0,1′,3′} → [𝑒22′0′3], 𝑃{1,3,2′,3′} → [𝑒0′201′ ],
𝑃{3,0′,3′,1′} → [𝑒2′102], 𝑃{1,2,1′,3} → [𝑒00′2′3′ ]

Окружность

5

𝑃{1,2′,3,1′,3′} → [𝑒0′02], 𝑃{1,3,0,1′,3′} → [𝑒22′0′ ], 𝑃{1,2,1′,2′,0′} → [𝑒30],
𝑃{1,0,1′,2′,0′} → [𝑒32], 𝑃{1,3,0,2′,3′} → [𝑒0′1′2], 𝑃{2,0,3,0′,3′} → [𝑒12′ ],
𝑃{1,3,2′,3′,2} → [𝑒0′1′0], 𝑃{1,3,1′,3′,0′} → [𝑒2′20], 𝑃{1,0,1′,3′,0′} → [𝑒22′3],
𝑃{1,0,1′,3′,2′} → [𝑒20′3], 𝑃{1,2,1′,3,2′} → [𝑒00′3′ ], 𝑃{1,2,1′,3,0′} → [𝑒02′3′ ],
𝑃{1,2,1′,3,3′} → [𝑒0′02′ ], 𝑃{0′,3,1′,3′,0} → [𝑒2′12], 𝑃{0′,3,1′,3′,2} → [𝑒2′10],
𝑃{2,0,3,2′,3′} → [𝑒10′ ]

Окружность

6

𝑃{1,0,3,1′,2′,3′} → [𝑏20′ ], 𝑃{1,2,0,1′,2′,0′} → [𝑒3], 𝑃{1,2,3′,1′,2′,3} → [𝑒0],
𝑃{0,1,2,3,2′,3′} → [𝑏0′1′ ], 𝑃{0,2,3,1′,3′,0′} → [𝑏12′ ], 𝑃{0,2,3,0′,2′,3′} → [𝑒1],
𝑃{0,1,3,0′,1′,3′} → [𝑒2], 𝑃{0,1,0′,1′,2′,3′} → [𝑏32], 𝑃{1,2,3,0′,1′,3′} → [𝑏02′ ],
𝑃{1,2,3,0′,1′,2′} → [𝑏03′ ]

Окружность

Тогда группы когомологий имеют следующий вид.

𝑖 𝐻 𝑖(Z𝑃 ,Z)
1, 2, 9, 10 {0}

3
Z · 𝜓([𝑒0]) ⊕ Z · 𝜓([𝑒1]) ⊕ Z · 𝜓([𝑒2]) ⊕ Z · 𝜓([𝑒3]) ⊕ Z · 𝜓([𝑏02′ ]) ⊕ Z · 𝜓([𝑏03′ ]) ⊕ Z ·
𝜓([𝑏12′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑏20′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑏32])⊕ Z · 𝜓([𝑏0′1′ ])

4
Z ·𝜓([𝑒10′ ])⊕Z ·𝜓([𝑒12′ ])⊕Z ·𝜓([𝑒30])⊕Z ·𝜓([𝑒32])⊕Z ·𝜓([𝑒02′3′ ])⊕Z ·𝜓([𝑒00′3′ ])⊕Z ·
𝜓([𝑒20′3])⊕Z ·𝜓([𝑒22′3])⊕Z ·𝜓([𝑒22′0′ ])⊕Z ·𝜓([𝑒0′02])⊕Z ·𝜓([𝑒0′02′ ])⊕Z ·𝜓([𝑒0′1′0])⊕
Z · 𝜓([𝑒0′1′2])⊕ Z · 𝜓([𝑒2′10])⊕ Z · 𝜓([𝑒2′12])⊕ Z · 𝜓([𝑒2′20])

5 Z · 𝜓([𝑒020′2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑒22′0′3])⊕ Z · 𝜓([𝑒0′201′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑒2′102])⊕ Z · 𝜓([𝑒00′2′3′ ])
6 Z · 𝜓([𝑐020′2′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑐22′0′3])⊕ Z · 𝜓([𝑐0′201′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑐2′102])⊕ Z · 𝜓([𝑐00′2′3′ ])

7
Z ·𝜓([𝑐10′ ])⊕Z ·𝜓([𝑐12′ ])⊕Z ·𝜓([𝑐30])⊕Z ·𝜓([𝑐32])⊕Z ·𝜓([𝑐02′3′ ])⊕Z ·𝜓([𝑐00′3′ ])⊕Z ·
𝜓([𝑐20′3])⊕Z ·𝜓([𝑐22′3])⊕Z ·𝜓([𝑐22′0′ ])⊕Z ·𝜓([𝑐0′02])⊕Z ·𝜓([𝑐0′02′ ])⊕Z ·𝜓([𝑐0′1′0])⊕
Z · 𝜓([𝑐0′1′2])⊕ Z · 𝜓([𝑐2′10])⊕ Z · 𝜓([𝑐2′12])⊕ Z · 𝜓([𝑐2′20])

8
Z · 𝜓([𝑐0]) ⊕ Z · 𝜓([𝑐1]) ⊕ Z · 𝜓([𝑐2]) ⊕ Z · 𝜓([𝑐3]) ⊕ Z · 𝜓([𝑎02′ ]) ⊕ Z · 𝜓([𝑎03′ ]) ⊕ Z ·
𝜓([𝑎12′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑎20′ ])⊕ Z · 𝜓([𝑎32])⊕ Z · 𝜓([𝑎0′1′ ])

11 Z · 𝜓([𝑐])
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(𝑏0(Z𝑃 ), . . . , 𝑏
11(Z𝑃 )) = (1, 0, 0, 10, 16, 5, 5, 16, 10, 0, 0, 1).

Осталось написать нетривиальные произведения.

𝐻3 ×𝐻3 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒3]) = 𝜓([𝑐020′2′ ])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑏03′ ]) = 𝜓([𝑐22′0′3])

𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑏0′1′ ]) = 𝜓([𝑐2′102])

𝐻3 ×𝐻4 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑒0])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐12′ ]) 𝜓([𝑒2])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐10′ ])

𝜓([𝑒0])⌣ 𝜓([𝑒12′ ]) = 𝜓([𝑐32]) 𝜓([𝑒2])⌣ 𝜓([𝑒10′ ]) = 𝜓([𝑐30])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒22′0′ ]) = 𝜓([𝑐30]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒0′02]) = 𝜓([𝑐12′ ])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒22′3]) = 𝜓([𝑐00′3′ ]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒0′1′2]) = 𝜓([𝑐2′10])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒20′3]) = 𝜓([𝑐02′3′ ]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒12′ ]) = 𝜓([𝑐2′20])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒00′3′ ]) = 𝜓([𝑐22′3]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒0′1′0]) = 𝜓([𝑐2′12])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒02′3′ ]) = 𝜓([𝑐20′3]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒2′20]) = 𝜓([𝑐10′ ])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒0′02′ ]) = 𝜓([𝑐32]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒2′12]) = 𝜓([𝑐0′1′0])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐22′0′ ]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒2′10]) = 𝜓([𝑐0′1′2])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐02′0′ ]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒10′ ]) = 𝜓([𝑐2′20])

𝜓([𝑏20′ ])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐12′ ]) 𝜓([𝑏02′ ])⌣ 𝜓([𝑒10′ ]) = 𝜓([𝑐32])

𝜓([𝑏20′ ])⌣ 𝜓([𝑒12′ ]) = 𝜓([𝑐30]) 𝜓([𝑏02′ ])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐10′ ])

𝜓([𝑏03′ ])⌣ 𝜓([𝑒12′ ]) = 𝜓([𝑐20′3]) 𝜓([𝑏32])⌣ 𝜓([𝑒12′ ]) = 𝜓([𝑐00′3′ ])

𝜓([𝑏03′ ])⌣ 𝜓([𝑒22′3]) = 𝜓([𝑐10′ ]) 𝜓([𝑏32])⌣ 𝜓([𝑒00′3′ ]) = 𝜓([𝑐12′ ])

𝜓([𝑏03′ ])⌣ 𝜓([𝑒20′3]) = 𝜓([𝑐12′ ]) 𝜓([𝑏32])⌣ 𝜓([𝑒02′3′ ]) = 𝜓([𝑐10′ ])

𝜓([𝑏03′ ])⌣ 𝜓([𝑒10′ ]) = 𝜓([𝑐22′3]) 𝜓([𝑏32])⌣ 𝜓([𝑒10′ ]) = 𝜓([𝑐02′3′ ])

𝜓([𝑏12′ ])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐0′1′2]) 𝜓([𝑏0′1′ ])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐2′12])

𝜓([𝑏12′ ])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐0′1′0]) 𝜓([𝑏0′1′ ])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐2′10])

𝜓([𝑏12′ ])⌣ 𝜓([𝑒0′1′2]) = 𝜓([𝑐30]) 𝜓([𝑏0′1′ ])⌣ 𝜓([𝑒2′12]) = 𝜓([𝑐30])

𝜓([𝑏12′ ])⌣ 𝜓([𝑒0′1′0]) = 𝜓([𝑐32]) 𝜓([𝑏0′1′ ])⌣ 𝜓([𝑒2′10]) = 𝜓([𝑐32])

𝐻3 ×𝐻5 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒020′2′ ]) = 𝜓([𝑐3]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒020′2′ ]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒22′0′3]) = 𝜓([𝑎03′ ]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒0′201]) = 𝜓([𝑎12′ ])

𝜓([𝑒1])⌣ 𝜓([𝑒00′2′3′ ]) = 𝜓([𝑎32]) 𝜓([𝑒3])⌣ 𝜓([𝑒2′102]) = 𝜓([𝑎0′1′ ])

𝜓([𝑏03′ ])⌣ 𝜓([𝑒22′0′3]) = 𝜓([𝑐1]) 𝜓([𝑏12′ ])⌣ 𝜓([𝑒0′201′ ]) = 𝜓([𝑐3])

𝜓([𝑏32])⌣ 𝜓([𝑒00′2′3′ ]) = 𝜓([𝑐1]) 𝜓([𝑏0′1′ ])⌣ 𝜓([𝑒2′102]) = 𝜓([𝑐3])
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𝐻4 ×𝐻4 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓([𝑒10′ ])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑐2]) 𝜓([𝑒30])⌣ 𝜓([𝑒22′0′ ]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝑒10′ ])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑎02′ ]) 𝜓([𝑒30])⌣ 𝜓([𝑒0′1′2]) = 𝜓([𝑎12′ ])

𝜓([𝑒10′ ])⌣ 𝜓([𝑒2′20]) = 𝜓([𝑐3]) 𝜓([𝑒30])⌣ 𝜓([𝑒2′12]) = 𝜓([𝑎0′1′ ])

𝜓([𝑒10′ ])⌣ 𝜓([𝑒22′3]) = 𝜓([𝑎03′ ]) 𝜓([𝑒32])⌣ 𝜓([𝑒0′1′0]) = 𝜓([𝑎12′ ])

𝜓([𝑒10′ ])⌣ 𝜓([𝑒02′3′ ]) = 𝜓([𝑎32]) 𝜓([𝑒32])⌣ 𝜓([𝑒0′02′ ]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝑒12′ ])⌣ 𝜓([𝑒0′02]) = 𝜓([𝑐3]) 𝜓([𝑒32])⌣ 𝜓([𝑒2′10]) = 𝜓([𝑎0′1′ ])

𝜓([𝑒12′ ])⌣ 𝜓([𝑒30]) = 𝜓([𝑎20′ ]) 𝜓([𝑒02′3′ ])⌣ 𝜓([𝑒20′3]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝑒12′ ])⌣ 𝜓([𝑒32]) = 𝜓([𝑐0]) 𝜓([𝑒00′3′ ])⌣ 𝜓([𝑒22′3]) = 𝜓([𝑐1])

𝜓([𝑒12′ ])⌣ 𝜓([𝑒20′3]) = 𝜓([𝑎03′ ]) 𝜓([𝑒0′1′0])⌣ 𝜓([𝑒2′12]) = 𝜓([𝑐3])

𝜓([𝑒12′ ])⌣ 𝜓([𝑒00′3′ ]) = 𝜓([𝑎32]) 𝜓([𝑒0′1′2])⌣ 𝜓([𝑒2′10]) = 𝜓([𝑐3])

Все остальные нетривиальные произведения вида: 𝐻3 ×𝐻8, 𝐻4 ×𝐻7, 𝐻5 ×𝐻6 дают нам
порождающий класс 𝜓([𝑐]) ∈ 𝐻11. Это полное описание кольца когомологий 𝐻*(Z𝑃 ,Z).
Видим, что оно достаточно громоздкое, и считать его уже становится тяжело.

Отметим ещё раз то, что данное момент-угол многообразие не является формальным,
а значит не представимо в виде связной суммы произведения сфер.
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5. Заключение
Данная работа была посвящена исследованию свойств момент-угол многообразий, со-

ответствующих срезкам трёхмерного куба, с помощью вычисления их кольца когомологий.
Рассмотрели все возможные примеры, когда срезка применяется к кубу ровно 1 раз. Было
показано, что некоторые срезки давали момент-угол многообразия, которые не являются
связными суммами произведений сфер. Были показаны сильные различия в поведении
момент-угол многообразия относительно операции срезки вершины и срезки ребра. Бы-
ли построены кольца когомологий в явном виде для всех рассмотренных примеров, где
топология момент-угол многообразия явно не описывалась.
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