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1 Введение
Пусть G – группа. Тогда можно рассматривать различные центральные ряды (филь-
трации) – назовем последовательность подгрупп G “ tGkukě1 центральной фильтра-
цией, если: G1 “ G, Gk`1 Ă Gk, pGk, Glq Ă Gk`l. Для каждой такой фильтрации
можно рассматривать ассоциированную алгебру Ли, полученную как прямая сумма
À

Gi{Gi`1. Скобка в такой алгебре соответствует групповому коммутатору. Класси-
ческой изучаемой конструкцией является присоединенная алгебра Ли – алгебра ассо-
циированная с нижним центральным рядом(LCS) γk “ pγk´1, Gq. Основной результат
данной работы – явное описание 2-ограниченной версии присоединенной алгебры Ли
для прямоугольных групп Кокстера.

Во втором разделе работы продемонстрирована связь присоединенной алгебры Ли
для прямоугольных групп Кокстера c торической топологией, основная же часть ра-
боты посвящена результатам по изучению базиса присоединенных алгебр Ли.

Третий раздел – развитие классического построения отображения Магнуса, позво-
лившего изучить базис присоединенной алгебры для свободных групп[21] и для прямо-
угольных групп Артина[4, 5, 15] не срабатывает в применении к LCS прямоугольных
групп Кокстера. Основные доказательства в разделе опущены и приведены в прило-
жении 2. Некоторые результаты из [11, 16] по изучению присоединенной алгебры Ли
свободных произведений групп вида Zk

2 были использованы для построения примеров
и приведены в приложении 1. Полученные в разделе контрпримеры наталкивают на
необходимость перехода к алгебрам Ли в которых был бы определен аналог возведения
в квадрат, уважающий градуировку.

В разделе 4 дано описание различных классических модификаций LCS: рациональ-
ный LCS (приводятся только как отрытое направление изучения) и p-ограниченный
LCS[17] – ассоциированная с последним алгебра является 2-ограниченной алгеброй Ли
[8].

В разделе 5 представлены результаты Квиллена [12], связывающие универсальную
обертывающую 2-ограниченной алгебры Ли с градуированным кольцом группового
кольца. Также продемонстрирована связь решаемой проблемы с проблемой размерных
подгрупп.

Полученная теория использована в разделе 6 для доказательства изоморфизма 2-
ограниченной присоединенной алгебры Ли группы Кокстера с 2-граф алгеброй Ли

L
r2s

K “ FL
r2s

Z2
pK0q{xrvi, vjs “ 0, ti, ju P K; v

r2s

i “ 0,@i P K0y.

Следствием данного изоморфизма в случае флаговых комплексов K является связь
фундаментальной группы полиэдральной степени вещественного бесконечномерного
проективного пространства с алгеброй Понтрягина полиэдральной степени комплекс-
ного бесконечномерного проективного пространства:

Upgrr2s π1ppRP8qKqq “ H˚pΩpCP8qK;Z2q.

2 Предварительные сведения

2.1 Присоединенные алгебры Ли
Пусть на множестве вершин rms “ tv1, ..., vmu задан абстрактный симплициальный
комплекс K. Предполагаем также, что K содержит все свои одноэлементные подмно-
жества rms (другими словами, K0 “ rms). Будем обозначать F pK0q свободную группу

1



на множестве K0 вершин комплекса. Для удобства, будем считать, что образующие
F pK0q не i P rms, а vi, i P rms.

Прямоугольными группами Кокстера и Артина, соответствующими сиплициально-
му комплексу K, называются группы

RCK “ F pK0q{xv2i “ 1 ô i P K0; vivj “ vjvi ô i, j P Ky

RAK “ F pK0q{xvivj “ vjvi ô i, j P Ky

Напомним, некоторые обозначения. Сопряжение для краткости будем обозначать
yx “ x´1yx. Коммутатором элементов a, b группы G называется pa, bq “ a´1b´1ab. Для
двух подгрупп H,W Ă G определим

pH,W q “ xph,wq|h P H,w P W y Ă G

В частности, коммутантом группы называется G1 “ pG,Gq.
Пусть G – группа. Назовем последовательность подгрупп G “ tGkukě1 центральной

фильтрацией, если:

1. G1 “ G

2. Gk`1 Ă Gk

3. pGk, Glq Ă Gk`l

Из определения сразу следует, что Gk Ă G и Gk`l Ă Gk. Более того, из того что
pGk, Gkq Ă G2k Ă Gk`1, а значит фактор-группы Gk{Gk`1 являются абелевыми. Поло-
жим γ1pGq “ G, γkpGq “ pγk´1pGq, Gq. Тогда tγkpGqu – нижний центральный ряд.
Следующая теорема, является следствием тождеств Витта-Холла:

Теорема 2.1 ([21]). Пусть a, b, c – элементы группы G, и пусть k,m, n – такие
положительные целые числа, что a P Gk, b P Gm, c P Gn. Тогда

a ¨ b “ b ¨ apmodGk`mq,

pa, b ¨ cq “ pa, bq ¨ pa, cqpmodGk`m`nq,

pa ¨ b, cq “ pa, cq ¨ pb, cqpmodGk`m`nq,

pa, b, cqpb, c, dqpc, a, bq “ 1pmodGk`mq,

Следствие 2.2. Скобка, заданная по правилу

r
ÿ

i

xiGi`1,
ÿ

j

yjGj`1s “
ÿ

i,j

pxi, yjqGi`j`1

задает на LG “
À

Gi{Gi`1 структуру градуированной алгебры Ли.

Далее преимущественно будем работать с алгеброй Ли ассоциированной с нижним
центральным рядом.

Определение 2.1. Назовем присоединенной алгеброй Ли алгебру Lγ определяе-
мую как

Lγ “

8
à

k“1

γk{γk`1,

где γi – элементы нижнего центрального ряда, а скобка Ли задана по правилу

r
ÿ

i

xiγi`1,
ÿ

j

yjγj`1s “
ÿ

i,j

pxi, yjqγi`j`1

Простым вложенным коммутатором длины k элементов g1, ..., gk называется
вложенный коммутатор следующего вида

pg1, ..., gkq “ p...ppg1, g2q, g3q, ..., gkq

Соответственно в алгебрах Ли будем рассматривать вложенные коммутаторы:
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rg1, ..., gks “ r...rrg1, g2s, g3s, ..., gks

Будем обозначать FLpK0q – свободную алгебру Ли с образующими из K0. Введем
граф-алгебру Ли:

LK “ FLpK0q{prvi, vjs “ 0 ô ti, ju P Kq

Граф-алгеброй Ли над Z2 будем называть

LK bZ Z2 “ FLZ2
pK0q{prvi, vjs “ 0 ô ti, ju P Kq.

Приведем уже известные результаты, связывающие граф-алгебру Ли с присоеди-
ненной алгеброй Ли.

Теорема 2.3 ([21], [4, 5, 15], [20, раздел 4] ). Существуют следующие отображения:

1. eF pKq : FLpK0q Ñ LγpF pKqq – изоморфизм

2. eRAK : LK Ñ LγpRAKq – изоморфизм

3. eRCK : LK bZ Z2 Ñ LγpRCKq – эпиморфизм

Контрпример мономорфности последнего отображения приведен в [20, раздел 4].

2.2 Полиэдральные произведения
Пусть K´ симплициальный комплекс на множестве rms и

pX,Aq “ tpX1, A1q , . . . , pXm, Amqu

- набор из m пар топологических пространств с отмеченными точками pt P Ai Ă Xi.
Для каждого подмножества I Ă rms положим

pX,AqI “

#

px1, . . . , xmq P

m
ź

k“1

Xk : xk P Ak при k R I

+

и определим полиэдральное произведение набора pX,Aq, соответствующее комплексу
K, как

pX,AqK “
ď

IPK
pX,AqI “

ď

IPK

˜

ź

iPI

Xi ˆ
ź

iRI

Ai

¸

,

где объединение берется внутри произведения
śm

k“1 Xk.
Интересными для нас примерами являются момент угол комплекс:

ZK “ pD2, S1qK “ pEZ, BZq,

вещественный момент-угол комплекс:

RK “ pD1, S0qK “ pEZ2,Z2q

и
LK “ pR,ZqK “

ď

IPK
pR,ZqI .

Пусть G “ pG1, ..., Gmq – набор из m групп. Предполагаем все группы Gi нетриви-
альными, т.е. Gi ‰ t1u. Положим

GI
“

#

pg1, . . . , gmq P

m
ź

k“1

Gk : gk “ 1 при k R I

+

и определим граф-произведение групп

GK –
m
˚
k“1

Gk{ pgigj “ gjgi : gi P Gi, gj P Gj , ti, ju P Kq

где ˚mk“1Gk обозначает свободное произведение групп Gk.
Связь прямоугольных групп Артина и Кокстера с полиэдральными произведениями

описывается следующими результатами (см. [22]):
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Теорема 2.4. Пусть K – симплициальный комплекс на m вершинах u GK – граф-
произведение групп. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. π1

`

pBGqK
˘

– GK.

2. Каждое из пространств pBGqK u pEG,GqK является асферическим тогда и
только тогда, когда K – флаговый комплекс. Таким образом, B

´

GK
¯

“ pBGqK

при условии, что K флаговый.

3. πi

`

pBGqK
˘

– πi

`

pEG,GqK
˘

: i ě 2.

4. Фундаментальная группа π1

`

pEG,GqK
˘

изоморфна ядру канонической проекции
GK

Ñ
śm

k“1 Gk.

Замечание 2.5. Отметим следующие классифицирующие пространства: BZ » S1

и BZ2 » RP8, с соответствующими универсальными накрытиями R Ñ S1 и
S8 Ñ RP8 соответственно.

Следствие 2.6. Пусть K – симплициальный комплекс на m-вершинах. Тогда

1. π1ppS1qKq – RAK;

2. каждое из пространств
`

S1
˘K и LK является асферическим тогда и только

тогда, когда K – флаговый комплекс.

3. πippS1qKq – πipLKq,приi ě 2;

4. группа π1 pLKq изоморфна коммутанту RA1
K.

Следствие 2.7. Пусть K – симплициальный комплекс на m вершинах. Тогда

1. π1ppRP8
qKq – RCK;

2. каждое из пространств pR8q
K и RK является асферическим, если и только если

K´ флаговый комплекс;

3. πippR8qKq – πi pRKq при i ě 2;

4. группа π1 pRKq изоморфна коммутанту RC1
K.

2.3 Параллель вещественного и комплексного случая
Здесь и далее рассматриваем K – флаговый комплекс.

Комплексный случай

Утверждение 1. Имеет место гомото-
пическое расслоение:

ZK Ñ ppCP q8qK Ñ ppCP q8qm.

Рассматривая гомологии петель полу-
чаем расщепимую точную последователь-
ность алгебр:

1 Ñ H˚pΩZK;kq Ñ H˚pΩpCP qK;kq Ñ

Ñ Λrms Ñ 1,

где k – поле, либо Z. Если k – поле, то
имеет место явное описание:

H˚pΩpCP qK;kq “ ExtkrKspk,kq –

–
T xu1, ..., umy

pu2
i “ 0, uiuj ` ujui “ 0,ô ti, ju P Kq

Вещественный случай

Утверждение 2. Имеет место гомото-
пическое расслоение:

RK Ñ ppRP q8qK Ñ ppRP q8qm,

причем для флагового K все три про-
странства асферичны.

Вся топологическая информация со-
держится в фундаментальных группах
пространств. Переходя к фундаменталь-
ным группам получаем последователь-
ность [22]:

1 Ñ RCK
1

Ñ RCK Ñ Z‘m Ñ 1

Естественно задаться вопросом, можно ли по группе RCK построить градуирован-
ную алгебру, которая бы содержала гомотопическую информацию о ZK. Здесь возни-
кает вторая мотивирующая параллель:
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Утверждение 3. Имеет место гомотопическое расслоение:

LK Ñ pS1qK Ñ pS1qm,

причем для флагового комплекса K пространства являются асферическими.

Переходя к фундаментальным группам:

1 Ñ RAK
1

Ñ RAK Ñ 1

Известно, что алгебра Ли, ассоциированная с нижним центральным рядом RAK
имеет явное описание[5, 15] и изоморфна граф-алгебре Ли:

grpγpRAKqq – LK “
FLpK0q

prvi, vjs “ 0,ô ti, ju P Kq
.

3 Вокруг отображения Магнуса
Известно, что в отличие от случая свободных групп и групп Артина, присоединенная
алгебра Ли для прямоугольных групп Кокстера является алгеброй над Z2, таким обра-
зом далее все искомые алгебры рассматриваются также над Z2. Эта особенность дает
как некоторые упрощения при вычислениях, например то, что градуированный комму-
татор в градуированной ассоциативной алгебре ra, bs “ ab ´ p´1qdeg a¨deg bba “ ab ` ba,
так и некоторые сложности, описанные в этом разделе.

Определение 3.1. Будем далее обозначать pTZ2 – пополненную тензорную алгебру, в
которой разрешаются бесконечные суммы.

U8
RCK

– алгебра Магнуса, ассоциативная алгебра рядов, мономами которой яв-
ляются всевозможные слова над K0:

U8
RCK

“
ź

U8,i
RCK

“ pTZ2pK0q{xv2i “ 0,@i P K0; vivj ` vivj “ 0 ô ti, ju P K1y

где U8,i
RCK

– градуированная компонента мономов длины i. Структуру алгебры Ли на
U8
RCK

задает скобка ra, bs “ ab ` ba.
Введем сразу ассоциативную алгебру состоящую из элементов алгебры Магнуса

конечной длины:

URCK “

8
à

i“0

U8,i
RCK

» TZ2
pK0q{xv2i “ 0,@i P K0; vivj ` vjvi “ 0 ô ti, ju P K1y

Обозначим U8
RCK,k “

À

iěk

U8,i
RCK

– идеал состоящий из мономов длины не меньше k.

Пусть a P U8
RCK

, обозначим ai P U8,i
RCK

– слагаемые градуировки i.
Докажем следующее утверждение, аналогичное теореме 5.6 и лемме 5.3 в [21] для

случая свободных групп.

Теорема 3.1. 1) Множество Γ всех элементов из U8
RCK

с ненулевым свободным чле-
ном является группой относительно умножения.

2) Элементы ap “ 1 ` vi являются образующими подгруппы M изоморфной RCK
в URCK .

Доказательство. Алгебра U8
RCK

замкнута относительно умножения, а также содержит
единицу. Обратным для элемента g “ 1 ` h, h P U8

RCK,1 является:

g´1 “ 1 ` h ` h2 ` ...

Проверим что в M выполняются необходимые соотношения группы. Имеем:

p1 ` viq
´1 “ p1 ` viq

p1 ` viq
´1p1 ` vjq´1p1 ` viqp1 ` vjq “ 1 ` pvivj ` vjviqp1 ` vi ` vj ` vivjq

Таким образом корректно определен сюръективный гомоморфизм групп

µ : RCK Ñ M Ă URCK ,
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заданный на образующих µpviq “ vi ` 1.
Докажем инъективность гомоморфизма. Пусть g P RCK, мы будем рассматривать

g, как класс эквивалентности слов из F pKq. Тогда рассматривая слово w “ vi1 ...vik P g
– самого короткого представителя класса, нетрудно видеть, что:

µpgq “ p1 ` vi1q . . . p1 ` vikq “ 1 ` ¨ ¨ ¨ ` vi1 . . . vik ,

где µpgqk “ vi1 . . . vik – различные элементы для различных g.

Построенный в доказательстве теоремы гомоморфизм

µ : RCK Ñ M Ă URCK

будем называть отображением Магнуса.

Замечание 3.2. Заметим, что отказаться от соотношения v2i “ 0 в URCK нельзя.
Действительно, так как µ изоморфизм RCK и M :

µpidq “ 1 ñ µpv2q “ 1 ñ µpv2q “ 1 ` 2v ` v2 “ 1 ` v2 “ 1 ñ v2 “ 0.

Таким образом, отображение заведомо строится не в универсальную обертывающую
граф-алгебры Ли LK, так как отображение

LK Ñ TZ2pK0q{xvivj ` vjvi “ 0 ô ti, ju P K1y,

переводящее образующие в образующие, в общем случае не пропускается через
LK Ñ URCK . Действительно, пусть tv1, v2u R K, тогда rv1, v2, v2s ‰ 0 в LK и
rv1, v2, v2s ‰ 0 в TZ2

pK0q{xvivj ` vjvi “ 0, ti, ju P K1y, но rv1, v2, v2s “ 0 в URCK (см.
также утв. 5).

Определим Di “ ta P RCK : µpaq ´ 1 P URCK,iu.

Утверждение 4. tDiu
8
i“1 – центральный ряд для RCK.

Доказательство. Рассмотрим мультипликативные группы: pU8
RCK

qˆ алгебры Магну-
са и Γ элементов со свободным членом равным 1. Тогда согласно [19, гл. 2, §4, п.5]
фильтрация 1 ` U8

RCK,i является центральным рядом для Γ и Γ – подгруппа pU8
RCK

qˆ.
Вообще говоря, Γ “ pU8

RCK
qˆ, что следует из того факта, что произведение двух эле-

ментов имеет нулевой свободный член, как только хотя бы один из сомножителей имеет
нулевой свободный член.

Далее, M » RCK – подгруппа Γ, с индуцированной из tDiu
8
i“1 фильтрацией

Mi “ µpDiq Ă 1 ` U8
RCK,i. Таким образом с одной стороны

pMk,Mlq Ă p1 ` U8
RCK,k, 1 ` U8

RCK,lq Ă 1 ` U8
RCK,k`l,

с другой стороны pMk,Mlq Ă M , откуда pMk,Mlq Ă Mk`l. Таким образом tMku8
i“1 –

центральный ряд на M , а значит tDiu
8
i“1 – центральный ряд на RCK.

Следствие 3.3. Имеем γk Ă Dk, т.к. γk – нижний центральный ряд.

Связь отображения Магнуса со структурой алгебр Ли описывает следующее утвер-
ждение:

Теорема 3.4. Пусть x P γk, тогда:
1) µpxqi “ 0, при 0 ă i ă k
2) Если x “ pvi1 , ..., vikq P RCK – простой вложенный коммутатор длины k, то

µpxqk и µpxqk`1 – ”симметричные” выражения, в том смысле, что для любого монома
h верно, что либо у него существует симметричная запись, т.е. h´1 “ h, либо в
выражении присутствует слагаемое h´1.

3) В условиях предыдущего пункта µpxqk “ rvi1 , ..., vik s
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Следствие 3.5. Дан граф K на вершинах rms с множеством ребер E. Пусть x P RCK.
Если µpxqk ‰ 0, то x R γk`1. Заметим, что если для графа K0 на том же мно-

жестве вершин, с пустым множеством ребер верно, что x P γk, то для исходного K
верно, что x P γk.

Пусть a, b P γk причем a, b R γk`1. Если µpaqk ‰ µpbqk, то a ‰ b.

Определим отображение µ0 : Lγ Ñ URCK , на элементах a P γk{γk`1 действующее
как µ0paq “ µpaqk, а на Lγ продлим по линейности.

Теорема 3.6. Отображение µ0 корректно определено и задает гомоморфизм алгебр
Ли.

Утверждение 5. Для любого K, в котором найдутся две вершины не соединенные
ребром гомоморфизм µ0 не инъективен.

Доказательство. Приведем контрпример инъективности. Пусть ребро tv1, v2u R K,
тогда:

µ0ppv1, v2, v2qq “ rv1, v2, v2s “ rv1v2 ` v2v1, v2s “

“ pv1v2 ` v2v1qv2 ` v2pv1v2 ` v2v1q “ v1v
2
2 ` 2v2v1v2 ` v22v1 “ 0

В то время как Zxv1y˚Zxv2y Ă RCK и pv1, v2, v2q P Zxv1y˚Zxv2y – ненулевой элемент.

Замечание 3.7. Из теоремы 6.8, известно что для K представленного дизъюнкт-
ным объединением полных графов существует целый класс базисных элементов ai в
γk{γk`1, имеющих запись в виде квадратов элементов bi из γk´1 (таких что biγk –
базисные элементы γk´1{γk), т.е. ai “ b2i γk`1. Тогда:

pµpaiqqk “ pµpb2i qqk “ pµpbiq ¨ µpbiqqk

В то время, как µpbiq
j “ 0, при 0 ă j ă k, а значит pµpbiq ¨µpbiqqj “ 0, для 0 ă j ă 2k.

Следовательно для всех таких ai имеем: µ0paiq “ 0.

4 Другие классические центральные ряды
Стоит упомянуть работу Лазарда [8] в которой было положено начало теории для цен-
тральных рядов и работу Suciu [14] в которой присутствует обзор всех описанных далее
центральных рядов. См. также [1, 2] про рациональные и mod-p нижние центральные
ряды.

4.1 Предварительные сведения
Подробно про мотивацию конструкции p-ограниченных алгебр Ли см. [6, 7].

Определение 4.1. p-ограниченной алгеброй Ли назовем алгебру Ли L над полем
k характеристики p с введенной p-операцией x ÞÑ xrps, такой, что @x, y P L:

1. rx, yrpss “ rx, y, ..., ys

2. ptxqrps “ tpxrps, t P k

3. px` yqrps “ xrps ` yrps `
řp´1

i“1 i´1sipx, yq, где sipx, yq – формальные коэффициенты
перед ti´1 в записи adxptx ` yqp´1 в ассоциативной алгебре Ли

Замечание 4.1. Здесь, коэффициенты в пункте (3) находятся из следующего вычис-
ления в ассоциативной алгебре Ли со скобкой rx, ys “ xy ´ yx:

padxptx ` yqqp´1 “ rx, tx ` y, tx ` y, ..., tx ` ys “

“ sppx, yqtp´1 ` sp´1px, yqtp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` s1px, yq
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Пример 1. Классическим примером ограниченной алгебры Ли является свободная
ассоциативная алгебра над полем характеристики p, со скобкой rx, ys “ xy ´ yx и
xrps “ xp. Таким образом алгебра Магнуса URCK является ограниченной алгеброй Ли.

Вычислим коэффициенты в п.(3) над полем характеристики p “ 3.

padxptx ` yqq2 “ rx, tx ` y, tx ` ys “ rx, y, tx ` ys “ trx, y, xs ` rx, y, ys.

Таким образом s2px, yq “ rx, y, xs, s1px, yq “ rx, y, ys, откуда

px ` yqr3s “ xr3s ` yr3s ` 2rx, y, xs ` rx, y, ys

За бОльшим количеством информации по поводу p-алгебр Ли, а также за опреде-
лением гомоморфизма и изоморфизма в p-алгебрах Ли см. [7, 6].

4.2 Предмет исследования
Далее приведены определения и основные свойства часто рассматриваемых модифика-
ций нижнего центрального ряда. Основными интересующими нас объектами является
Np-ряд и p-ограниченный LCS, остальное приведено для полноты изложения.

Определение 4.2. tKnu называется N0-рядом, если все последовательные факторы
Kn{Kn`1 нильпотентны (то есть обладают конечным LCS).

tKnu называется рядом p-кручения (p-центральной фильтрацией), если Kp
n Ă Kn`1.

tKnu называется Np-рядом (p-ограниченным рядом), если Kp
n Ă Knp

Следующие ряды были определены в работе [13] описывающей связь LCS с гомо-
логиями групп низкой размерности (см. соотв. раздел).

Пусть G – произвольная группа. Для подгруппы S Ă G, обозначим
?
S изолятор

S в G, т.е. множество элементов G, положительная степень которых лежит в S:
?
S “

G
?
S “ tx P G | Dp : xp P Su.

Определение 4.3. Определим рациональный LCS и mod-p LCS:

γQ
n`1 “

b

rG, γQ
n s; γ

ppq

n`1 “ pγppq
n qprG, γppq

n s,

γQ
0 “ γ1.

Утверждение 6. Рациональный и mod-p LCS являются центральными рядами.

Следствие 4.2. Определены grpγQq и grpγppqq алгебры Ли ассоциированные с соответ-
ствующими фильтрациями γQ и γp. соответственно.

Замечание 4.3. В старых обозначениях Lγ “ grpγq.

4.2.1 Свойства рационального LCS

Утверждение 7. Свойства рационального LCS:

1. S Ă
?
S,

a?
S “

?
S

2. ϕ : G Ñ H,ϕpSq Ăñ ϕp
G
?
Sq Ă

H
?
T

3. G
?
1 “ TorspGq – кручение G.

4. G – нильпотентная группа ñ изолятор любой подруппы G снова подгруппа.

Утверждение 8 ([9, Lemma 4.4]). Пусть K “ tKnuně1 – центральный ряд G. Тогда
?
Kn Ÿ G; более того все факторы

?
Kn{

a

Kn`1 – нильпотентные группы.

Утверждение 9. 1. γQ
n pGq “

a

γnpGq для n ě 1

2. γQ
n pGq – абелевы группы без кручения

3. Все последовательные факторы γQpGq нильпотентны.
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4.2.2 Свойства mod-p LCS, p-ограниченный LCS

Заметим, что для прямоугольных групп Кокстера mod-p LCS γppqpRCKq совпадает с
обычным LCS. Таким образом, mod-p LCS не несет в себе новой информации для изуче-
ния прямоугольных групп Кокстера. Для того чтобы ассоциированная с фильтрацией
алгебра Ли была p-ограниченной необходимо чтобы это был Np-ряд. Следующее по-
строение минимального по включению Np-ряда для LCS ввел H. Zassenhaus [17].

Определение 4.4. Пусть tKiuiě1 – центральная фильтрация. Будем называть p-
ограниченным центральным рядом построенным по tKu следующую фильтрацию

Krps
n “

ź

mpjěn,mě1,jě0

pKmqp
j

Утверждение 10 ([8, Lazard, Th. 5.6], [10, Inder Bir S. Passi, Th. IV.1.9]). Построенная
фильтрация tK

rps
n u является минимальным по включению Np-рядом, содержащим

ряд tKu.

Теорема 4.4 ([8, Lazard, Corollary 6.8]). Алгебра Ли ассоциированная с фильтрацией
tK

rps
n u является ограниченной алгеброй Ли.

Заметим, для g P K
rps
n элемент gp P K

rps
np . Поэтому корректна и уважает градуировку

индуцированная операция в p-алгебре Ли grpKrpsq: для g “ gK
rps

n`1 P K
rps
n {K

rps

n`1 имеем
grps “ gp “ gpK

rps

np`1 P K
rps
np {K

rps

np`1.
Будем далее обозначать grrpspGq “ grpγrpspGqq алгебру Ли ассоциированную с филь-

трацией γrps.

4.2.3 Примеры

Пример 2. Для G “ Z имеем gr
rps
n pGq “ Zp, для n “ pj ,@j ě 0 и gr

rps
n pGq “ 0, иначе.

Пример 3. Пусть K “ pt
Ť

pt, RCK “ Z2 ˚ Z2; тогда для γnpRCKq – Z для n ą 1 –
свободная группа порожденная коммутатором pg1, g2, g1, ..., g1q длины n. Таким обра-
зом, γk – pγ2q2

k´2

, для k ą 1(здесь мы использовали pa, g1, g1q “ pg1, aq2pa, g21q “ pg1, aq2

в RCK).
Таким образом γ1pRCKq “ Z2 ‘ Z2 и γnpRCKq “ Z2, при n ą 1. С другой стороны

несложно убедиться, что γ
r2s
n “ pγ2q2

rlog2pnqs
´1:

γr2s
n “ γn ˆ ... ˆ γ2rlog2pnqs

´1
2 “ pγ2q2

n´2

ˆ ... ˆ γ2rlog2pnqs
´1

2 “ γ2rlog2pnqs
´1

2 .

Например, γr2s

3 “ γ
r2s

4 – Z порождены коммутатором pg1, g2, g1q “ pg1, g2, g2q “ pg2, g1q2,
а γ

r2s

k – Z, k “ 5..8 порождены коммутатором pg1, g2q2
2

. Заметим далее, что со-
гласно определению коммутатора 2.2 в алгебре Ли имеем rg1, g2, g2s P gr

r2s

3 pRCKq

– элемент градуировки 3 в gr r2spRCKq и в ней rg1, g2, g2s “ 0. С другой стороны,
rg1, g2, g2s ‰ pg1, g2, g2qγ4, а 0 ‰ pg1, g2, g2qγ4 “ rg2, g1s2 P gr

r2s

4 pRCKq.
gr

r2s
n pGq “ Z2, для n “ 2j ,@j ą 0 и gr

r2s
n pGq “ 0, иначе.

Утверждение 11. Для k ă 4 : γk “ γ
r2s

k . Более того, γr2s

4 “ γ4γ
2
2 .

Доказательство.
γ

rps

1 “ γ1

γ
rps

2 “ γ2γ
2
1 “ γ2,

т.к. γ2
1 “ id.

γ
rps

3 “ γ3γ
2
2γ

4
1 “ γ3,

т.к. γ2
2 Ă γ3

γ
rps

4 “ γ4γ
2
3γ

2
2γ

4
1 “ γ4γ

2
2 .
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Пример 4. Покажем на примере, что вообще говоря, не всегда верно, что γ
r2s

3 “ γ
r2s

4 .
Пусть дан граф K на вершинах r3s с одним ребром tt1, 2uu. Тогда согласно Вал-
дингеру имеем: Базисные элементы γ2{γ3 — r3, 1s, r3, 2s, базисные элементы γ3{γ4
— rr3, 1s, 2s (существенный коммутатор) и квадраты базисных элементов γ2{γ3 —
r3, 1s2 “ r3, 1, 1s, r3, 2s2 “ r3, 2, 2s.

Рассматривая ограниченный LCS имеем γ
r2s

4 “ γ4γ
2
2 . Известно, что коммута-

тор rr3, 1s, 2s R γ4, не выражается через r3, 1s2 “ r3, 1, 1s, r3, 2s2 “ r3, 2, 2s, то есть
rr3, 1s, 2s R γ2. Следовательно, rr3, 1s, 2s R γ

r2s

4 , но rr3, 1s, 2s P γ
r2s

3 “ γ3.

5 Об ассоциированном градуированном кольце груп-
пового кольца

Первые две части раздела являются изложением результатов одноименной работы
Квиллена [12]. В третьей части приведена связь с проблемой размерных подгрупп
(dimension subgroup problem).

5.1 Предварительные сведения
Определение 5.1. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, а G — группа. То-
гда групповым кольцом RrGs называется множество конечных формальных сумм
вида α “

ř

gPG agg, ag P R, которые складываются и умножаются следующим об-
разом:

Если α “
ř

gPG agg, β “
ř

gPG bgg, то

α ` β “
ÿ

gPG

pag ` bgqg

α ¨ β “
ÿ

gPG

¨

˝

ÿ

xy“g,
x,yPG

axby

˛

‚g.

Неформально говоря, групповое кольцо RrGs — это свободный модуль над кольцом
R, базисные элементы которого – элементы группы G, умножение базисных элементов
определяется как умножение элементов группы, а на остальные элементы умножение
«распространяется по линейности».

Определение 5.2. Аугментационным гомоморфизмом называется гомомор-
физм ε : RrGs Ñ R, по определению заданный εp

ř

rigiq “
ř

ri, где ri P R, gi P G.
Аугментационный идеал RrGs – ядро гомоморфизма ε.

Неформально, εpgq “ 1R, для любого g P G и εprq “ r для r P R, а на остальные
элементы умножение «распространяется по линейности».

Аугментационный идеал RrGs является двусторонним идеалом в RrGs, порожден-
ным элементами вида tg ´ g1|g, g1 P Gu. Базисом RrGs, как свободного R-модуля явля-
ется tg ´ 1|g P Gu.

5.2 Основная теорема
Пусть K – поле, charK “ pα. Алгебру ассоциированную с фильтрацией по аугментаци-
онному идеалу будем обозначать:

grpKGq “
à

ně1

pKGqn{pKGqn`1

Рассмотрим следующую фильтрацию на группе G:

DZp
r “ tx P G|x ´ 1 P pKGqru

Утверждение 12. Фильтрация D
Zp
r является p-ограниченным рядом G.
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Следствие 5.1. Имеет место включение

γrps
r pGq Ă DZp

r .

И индуцированный гомоморфизм ограниченных алгебр Ли

grrpspGq Ñ grpKGq

заданный на xγ
rps

r`1 P γ
rps
r {γ

rps

r`1 как xγ
rps

r`1 ÞÑ px ´ 1qpKGqr.

Утверждение 13 ([12, Lemma 2.1]). Пусть w : L1 Ñ L2 – гомоморфизм p-алгебр Ли
над K, тогда w сюръективно (инъективно) тогда и только тогда, когда сюръективно
(инъективно) Uw : UL1 Ñ UL2.

Теорема 5.2 ([12, Th. 2.4], [8, Th. 6.10]). Для произвольной группы G p-нижний цен-
тральный ряд совпадает с размерным рядом D

Zp
r pGq (рядом порожденным фильтра-

цией pKDqr):
γrps
r pGq “ DZp

r pGq.

Теорема 5.3 ([12, Quillen, Th. 1], [10, Passi, Th. VIII.5.2]). Имеет место изоморфизм
градуированных алгебр над K:

UpgrrpspGq bZ Kq Ñ grpKGq

Определение 5.3. Элемент p биалгебры называется примитивным, если

µppq “ 1 b p ` p b 1,

где µ – коумножение в биалгебре.

Утверждается также, что grpKGq является алгеброй Хопфа порожденной прими-
тивными элементами, а следовательно содержит в себе подалгебру Ли PgrpKGq состо-
ящую из примитивных элементов. Таким образом, утверждение теоремы эквивалентно
изоморфизму алгебр Ли: grrpspGq » PgrpKGq.

Утверждение 14. Z2RCK » TZ2pK0q{pv2i ´ 1,@i; vivjvivj ´ 1 ô ti, ju P Kq

Доказательство. Заметим, что корректно определено отображение

ϕ : TZ2pK0q{pv2i ´ 1,@i; vivjvivj ´ 1 ô ti, ju P Kq Ñ Z2RCK

заданное на образующих как 1 ÞÑ 1 ¨ id и vi ÞÑ 1 ¨ vi.
Действительно, ϕpvivjvivj ´ 1q “ 1 ¨ vivjvivj ´ 1 ¨ id “ 0 ô ti, ju P K и

ϕpv2i q “ 1 ¨ v2i “ 1 ¨ id. С другой стороны, в обоих кольцах, всевозможные записи мо-
нома a совпадают со всевозможными записями слова a в моноиде на m образующих c
соотношениями v2i “ id,@i; vivjvivj “ id ô ti, ju P K.

Замечание 5.4. Заметим, что соотношение vivjvivj “ 1 равносильно тому что
vivj ` vjvi “ 0.

Пример 5. Рассмотрим K “ tx0, x1u – дизъюнктное объединение двух точек. То-
гда Z2RCK “ t

ř

aigi|ai P Z2,
ř

ai “ 0u, где в свою очередь gi P txyxy..., yxyxy...u. В
свою очередь Z2RCK “ t

ř

aigi|
ř

ai “ 0u целиком содержит образ эндоморфизма µ,
заданного на образующих µ : x ÞÑ 1 ` x.

Идеалы Z2RCK
k

представляют из себя линейную комбинацию многочленов, каж-
дый из которых разлагается в произведение k и более многочленов из Z2RCK. Следо-
вательно факторы Z2RCK

k
{Z2RCK

k`1
суть линейная комбинация многочленов, каж-

дый из которых можно разложить в произведение k множителей, но нельзя разло-
жить в произведение k ` 1 множителя.
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5.3 Проблема размерных подгрупп.
Больше информации можно найти в [3, п. 1.6, 3.2].

Определение 5.4. Фильтрованной алгеброй A˚ будем называть ассоциативную
алгебру A с заданной на ней фильтрацией идеалами: ¨ ¨ ¨ Ă A2 Ă A1 Ă A, такой что
@i, j : AiAj Ă Ai`j.

Алгебру ассоциированную с фильтрованной алгеброй A˚ в общем случае будем обо-
значать grpA˚q “ ‘ně1An{An`1. Так, примером является grpKGq.

Теорема 5.5 ([8, Lazard, Th. 3.1], [3, Th. 1.36]). Пусть A˚ “ tAiui – фильтрованная
алгебра. Тогда Aˆ

˚ “ Aˆ Xp1`A˚q – центральная фильтрация на Aˆ
1 Ď Aˆ. И отобра-

жение x ÞÑ x ´ 1 индуцирует вложение градуированных алгебр Ли: grpAˆ
˚ q ãÑ grpA˚q

Следствие 5.6. Для любого гомоморфизма α : G Ñ Aˆ существует пуллбэк филь-
трации на Aˆ определенной в предыдущей теореме до центральной фильтрации
α´1p1 ` A˚q на G1 “ α´1p1 ` A1q.

Пример 6. Рассмотрим вложение G в KG фильтрованную аугментационным иде-
алом. Тогда пуллбэк дает следующую фильтрацию:

DK
˚ pGq “ G X p1 ` KG

˚
q

называемую размерным рядом (dimension series).

Вопрос совпадения фильтраций DZ
˚pGq и γ˚pGq называется проблемой размерно-

стых подгрупп. Таким образом к данному моменту мы уже знаем, что DZ
˚pGq – γ˚pGq

для свободной группы G и D
Zp

˚ pGq – γ
rps
˚ pGq для любых групп.

6 Основной результат
Определение 6.1. Если X – непустое множество, то свободной p-ограниченной
алгеброй Ли FLrpspXq называется такая p-алгебра Ли, порожденная множеством
X, что любое отображение ϕ : X Ñ G, где G – p-алгебра Ли, продолжается до p-
гомоморфизма ϕ̂ : FLrpspXq Ñ G.

Больше доказательство существования свободной p-алгебры Ли явным построением
можно найти в [18], нам же она необходима для построения p-граф алгебры Ли, играю-
щей такую же роль для p-нижнего центрального ряда прямоугольных групп Кокстера,
как и граф алгебра Ли, для нижнего центрального ряда групп Артина или свободная
алгебра Ли для нижнего центрального ряда свободной группы.

Определение 6.2. Пусть дан граф K на множестве вершин K0. Тогда p-граф алгеб-
рой Ли будем называть:

L
rps

K “ FL
rps

Zp
pK0q{xrvi, vjs “ 0, ti, ju P K; v

rps

i “ 0y

Утверждение 15. Тождественное отображение id : K0 Ñ K0 продолжается до
эпиморфизма p-алгебр Ли e

r2s

RCK
: L

r2s

K Ñ grr2spRCKq.

Доказательство. По построению γr2spRCKq: g P γ
r2s
n , то g2 P γ

r2s

2n Ă γ
r2s

n`1, следова-
тельно grr2spRCKq – 2-ограниченная алгебра Ли над Z2. Как 2-алгебра Ли, она порож-
дается элементами γ

r2s

1 pRCKq{γ
r2s

2 pRCKq. Таким образом, гомоморфизм из свободной
p-алгебры Ли существует и единственен согласно существованию и единственности
универсального объекта.

Далее, в grr2spRCKq верно, что rvi, vjs “ 0, для ti, ju P K0 и v
r2s

i “ v2i “ 0.

См. [6, стр. 212-213] или приложение 3 по поводу универсальной обертывающей p-
алгебры Ли. Для p-алгебры Ли Lrps ее универсальной обертывающей является UpLrpsq

– фактор универсальной обертывающей UpLrpsq как обычной алгебры Ли по идеалу B
порожденному элементами вида ap ´ arps.

Основным результатом данного параграфа является следующая
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Теорема 6.1. Имеет место изоморфизм алгебр Ли

grr2s RCK – L
r2s

K

Вспоминая мотивацию к поставленной задаче изучения нижнего центрального ряда,
тот факт что RCK “ π1ppRP8qKq и что для k – поля

H˚pΩpCP qK;kq “ ExtkrKspk,kq –
T xu1, ..., umy

pu2
i “ 0, uiuj ` ujui “ 0,ô ti, ju P Kq

на уровне универсальных обертывающих можно сформулировать следующее

Следствие 6.2. Имеет место изоморфизм ассоциативных алгебр

Upgrr2s π1ppRP8qKqq “ H˚pΩpCP8qK;Z2q

Теорема 6.1 следует из утверждения 13, теоремы 5.3 и цепочки UpL
r2s

K q – Z2RCK –

– grpZ2RCKq которая будет доказана ниже.

Утверждение 16. UpFLrpspK0qq “ TpK0q

Доказательство. По определению, функтор универсальной обертывающей U из ка-
тегории p-ограниченных алгебр Ли (p-RestrLie) в категорию ассоциативных алгебр
(AssAlg) является левым сопряженным к Forget : AssAlg Ñ p-RestrLie – забывающему
функтору. С другой стороны, FLrps : Set Ñ p-RestrLie является левым сопряженным
к Forget : p-RestrLie Ñ Set композиция U ˝ FLrps : Set Ñ AssAlg является левым со-
пряженным функтором к Forget : AssAlg Ñ Set, то есть U естественно изоморфно
функтору T построения тензорной алгебры.

Теорема 6.3. Пусть граф K задан на множестве вершин rms, а образующие L
r2s

K –
tviu

m
i“0. Тогда

UpL
r2s

K q “ TZ2pa0, ..., amq{pa2i “ 0,@i; aiaj ` ajai “ 0 ô ti, ju P Kq

Доказательство. Будем обозначать a “ a0, ..., am и ϕpvq “ ϕpv0q, . . . , ϕpv1q, обозначим
также

U “ TZ2paq{pa2i “ 0,@i; aiaj ` ajai “ 0 ô ti, ju P Kq.

Зафиксируем гомоморфизм алгебр Ли i : L
r2s

K Ñ U заданный на образующих i : vi ÞÑ ai.
Действительно, так как ϕprvi, vjsq “ rai, ajs “ 0 ô ti, ju P K1 и ϕpv2i q “ a2i “ 0, то
гомоморфизм определен корректно.

Для произвольной ассоциативной алгебры A и гомоморфизма алгебр Ли ϕ : L
r2s

K Ñ A

определим отображение f : U Ñ A, заданное как P paq ÞÑ P pϕpvqq на P P TZ2paq. Таким
образом заданное отображение единственно.

Покажем, что данное отображение корректно определено. Обратное означало бы,
что DP,Q P TZ2

paq, такие что P paq “ Qpaq, но P pϕpv1q, . . . , ϕpv1qq ‰ Qpϕpv1q, . . . , ϕpv1qq.
Обозначим D “ P ´ Q. Тогда Dpaq “ 0 в U , то есть

Dpaq “
ÿ

LkpaqρkpaqRkpaq,

где ρk P ta2i “ 0,@i; aiaj ` ajai “ 0 ô ti, ju P Ku. Но тогда ϕpρkpaqq “ ρkpϕpvkqq “ 0,
откуда ϕpDpaqq “ 0 – противоречие.

Покажем, что f – гомоморфизм. Пусть z “ P paq, w “ Qpaq, где P,Q P TZ2
paq. Тогда

fpz ` wq “ pP ` Qqpϕpvqq “ P pϕpvqq ` Qpϕpvqq “ fpzq ` fpwq,

fpzwq “ pPQqpϕpvqq “ P pϕpvqqQpϕpvqq “ fpzqfpwq

Теорема 6.4. Рассмотрим две алгебры

Z2RCK – TZ2
pv1, . . . , vmq{pv2i ´ 1 “ 0,@i; vivj ` vjvi “ 0 ô ti, ju P Kq

и
UpL

r2s

K q – TZ2pa1, . . . , amq{pa2i “ 0,@i; aiaj ` ajai “ 0 ô ti, ju P Kq.

На которых заданы аугментации:
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1. ε : Z2RCK Ñ Z2 задан как ε : vi ÞÑ 1

2. ε̃ : UpL
r2s

K q Ñ Z2 задан как ε̃ : ai ÞÑ 0

Тогда отображение µ̃ : vi ÞÑ ai ` 1 задает изоморфизмы Z2RCK » UpL
r2s

K q и
Ker ε – Ker ε̃.

Доказательство. Действительно, построенное отображение соответствует обратимой
замене переменной ai “ vi ´1 задающей изоморфизм TZ2

pa1, . . . , amq » TZ2
pv1, . . . , vmq.

Совпадение идеалов

pv2i ´ 1 “ 0,@i; vivj ` vjvi “ 0 ô ti, ju P Kq “

“ pa2i “ 0,@i; aiaj ` ajai “ 0 ô ti, ju P Kq (1)

следует из прямого равенства соответствующих порождающих идеала:

v2i ´ 1 “ pai ` 1q2 ´ 1 “ a2i

vivj ` vjvi “ pai ` 1qpaj ` 1q ` paj ` 1qpai ` 1q “ aiaj ` ajai.

Второе (Ker ε – Ker ε̃) следует из того что при отображении µ̃ все коэффициенты
перед мономами суммируются в свободном члене.

Следствие 6.5. Z2RCK – grpZ2RCKq
`

“
À

pZ2RCKqi{pZ2RCKqi`1
˘

Доказательство. Алгебра UpL
r2s

K q имеет естественную Z-градуировку в которой
degpaiq “ 1. Обозначим тогда UpL

r2s

K q “ ‘iě0Ai.
Тогда Z2RCK “ Ker ε “ Ker ε “ ‘iě1Ai, откуда grZ2RCK “ ‘iě0Ai.
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Приложение 1. Фундаментальные коммутаторы
В работах Пренера [11] и Валдингера [16] подробно изучен вопрос построения базиса
присоединенной алгебры Ли для групп вида:

G “ Q1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ Qm,

где Qi “ Z2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z2 – произведение конечного числа циклических групп порядка 2.
Отметим, что все эти группы являются прямоугольными группами Кокстера. Соответ-
ствующий комплекс K “

šm
i“1 ∆i имеет вид дизъюнктного объединения симплексов

∆i. Действительно, если ∆i задан на множестве вершин tvi1 , ..., viku

Qi “ F pvi1 , ..., vikq{tvilvimvilvim “ 1, 1 ď l,m ď ku

Напомним для начала классический результат для свободной группы F pv1, ..., vnq

[19, 21]:

Определение 6.3. Базисными коммутаторами размерности 1 назовем все
свободные порождающие v1, ..., vn с введенным порядком:

v1 ă v2 ă ¨ ¨ ¨ ă vn.

Размерность базисного коммутатора c будем обозначать Dpcq, таким образом
Dpviq “ 1. Определив и упорядочив базисные коммутаторы размерности меньше k
определим базисные коммутаторы размерности k как cm “ pci, cjq где ci и cj –
базисные коммутаторы, такие, что:

(i) D pciq ` D pcjq “ n,
(ii) ci ą cj,
(iii) если ci “ pcs, ctq, тогда cj ě ct.
Пусть cm1 “ pci1 , cj1q, cm2 “ pci2 , cj2q – два коммутатора одной размерности.

Тогда cm1
ą cm2

, если ci1 ą ci2 или ci1 “ ci2 , но cj1 ą cj2 . Базисный коммутатор
размерности n больше чем любой базисный коммутатор меньшей размерности.

Теорема 6.6. Базисные коммутаторы размерности n являются базисом фактор-
группы γnpF q{γn`1pF q.

Далее приведем результаты рассмотренных работ:

Определение 6.4. Элемент c назовем G-простым базисным коммутатором,
если он удовлетворяет четырем условиям:

(i) c либо является образующей vi, либо является вложенным коммутатором
c “ p. . . pvj1 , vj2q , . . . , vjω q таким что

vj1 ą vj2 и vj2 ď vj3 ď ¨ ¨ ¨ ď vjω .

(ii) Если Dpcq ą 1, то pvj1 , vj2q ‰ 1 в G.
(iii) Любая образующая vi возникает в записи c “ p. . . pcj1 , cj2q , . . . , cjω q не более

одного раза.
(iv) Если Dpcq ą 1 и pcj1 , cjτ q “ 1 в G для 1 ă τ ď ω, тогда cj1 ě cjτ .

Утверждение 17. G-простые коммутаторы размерности больше 1 – свободные об-
разующие γ2pGq.

Замечание 6.7. Заметим что в работах Панова и Веревкина [22, теорема 4.5] дан-
ный результат установлен в большей общности, для любых групп прямоугольных
групп Кокстера.

Определение 6.5. Существенными коммутаторами назовем:
i) Все G-простые коммутаторы размерности больше 1.
ii) Базисные коммутаторы c “ pcL, cRq, такие что cL, cR – существенные.

Определение 6.6. Фундаментальные коммутаторы размерности 2 – это все
существенные коммутаторы размерности 2. Определив все фундаментальные ком-
мутаторы размерности ниже k, определим фундаментальные коммутаторы размер-
ности k ` 1 как:

i) Существенные коммутаторы размерности k ` 1.
ii) Квадраты фундаментальных коммутаторов размерности k.
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Теорема 6.8 ([11, теорема 4.39]). Образы фундаментальных коммутаторов размер-
ности n образуют базис фактор группы γnpGq{γn`1pGq.

Пример 7. Рассмотрим графы на трех вершинах tv1, v2, v3u: K1 без ребер и K2 с
множеством ребер tv1v2u.

G-простые коммутаторы для K1:
Размерности 1: 1, 2, 3
Размерности 2: r2, 1s, r3, 1s, r3, 2s

Размерности 3: rr2, 1s, 3s, rr3, 1s, 2s

G-простые коммутаторы для K2:
Размерности 1: 1, 2, 3
Размерности 2: r3, 1s, r3, 2s

Размерности 3: rr3, 1s, 2s

Существенные коммутаторы для K1:
Размерности 2: r2, 1s, r3, 1s, r3, 2s

Размерности 3: rr2, 1s, 3s, rr3, 1s, 2s

Размерности 4: rr3, 1s, r2, 1ss, rr3, 2s, r2, 1ss, rr3, 2s, r3, 1ss

Размерности 5: rrr2, 1s, 3s, r2, 1ss, rrr2, 1s, 3s, r3, 1ss, rrr2, 1s, 3s, r3, 2ss, rrr3, 1s, 2s, r2, 1ss,
rrr3, 1s, 2s, r3, 1ss, rrr3, 1s, 2s, r3, 2ss

Существенные коммутаторы для K2:
Размерности 2: r3, 1s, r3, 2s

Размерности 3: rr3, 1s, 2s

Размерности 4: rr3, 2s, r3, 1ss

Размерности 5: rrr3, 1s, 2s, r3, 1ss, rrr3, 1s, 2s, r3, 2ss

Таким образом:
dimL2

γpK1q
“ 3, dimL3

γpK1q
“ 5, dimL4

γpK1q
“ 8, dimL5

γpK1q
“ 14 и

dimL2
γpK2q

“ 2, dimL3
γpK2q

“ 3, dimL4
γpK2q

“ 5, dimL5
γpK2q

“ 7.

Для вычислений предложенный алгоритм был реализован на языке python. Таким
образом в некотором виде, вычисление базиса для групп указанного вида возможно.
Однако остается открытым вопрос связи построенного базиса, с базисом состоящим из
простых вложенных коммутаторов.

Приложение 2. Доказательства
Доказательство теоремы 3.4. Первое утверждение следует того что x P γi Ă Di и
определения фильтрации D.

Докажем следующие два пункта индукцией по длине коммутатора. База индукции:

µppvi, vjqq “ µpvivjvivjq “ p1 ` viqp1 ` vjqp1 ` viqp1 ` vjq “

“ 1 ` vivj ` vjvi ` vjvivj ` vivjvi ` vivjvivj

Откуда µppvi, vjqq2 “ vivj ` vjvi “ rvi, vjs и µppvi, vjqq3 “ vjvivj ` vivjvi – имеют сим-
метричную запись.

Далее, пусть по предположению индукции и пользуясь п.1

µppvi1 , ..., vikqq “ 1 ` rvi1 , ..., vik s ` uk`1 ` U8
RCK,k`2,

где uk`1 P U8,k`1
RCK

имеет симметричную запись. Из симметричности записи следует что
µppvi1 , ..., vikq´1q “ rvi1 , ..., vik s ` uk`1 ` U8

RCK,k`2, то есть

µppvi1 , ..., vikq´1qi “ µppvi1 , ..., vikqqi,
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для i Ă tk, k ` 1u. Далее прямым вычислением:

µppvi1 , ..., vik , vik`1
qq “ µppvi1 , ..., vikq´1v´1

ik`1
pvi1 , ..., vikqvik`1

q “

“ p1 ` rvi1 , ..., vik s ` uk`1 ` U8
RCK,k`2qp1 ` vik`1

q˝

˝ p1 ` rvi1 , ..., vik s ` uk`1 ` U8
RCK,k`2qp1 ` vik`1

q “

“ 1 ` rvi1 , ..., vik svik`1
` vik`1

rvi1 , ..., vik s ` uk`1vik`1
` vik`1

uk`1 ` U8
RCK,k`2 “

“ 1 ` rvi1 , ..., vik , vik`1
s ` uk`1vik`1

` vik`1
uk`1 ` U8

RCK,k`2

получаем что µppvi1 , ..., vik , vik`1
qqk`1 “ rvi1 , ..., vik , vik`1

s и µppvi1 , ..., vik , vik`1
qqk`2 –

симметричные выражения.

Для доказательство теоремы 3.6 докажем предварительно

Утверждение 18. Пусть x P RCK, причем µpxq P 1 ` URCK,k. Тогда µpxqk “ µpx´1qk.

Доказательство. Пусть µpxq “ 1`uk`URCK,k`1 и µpx´1q “ 1`u1
1`¨ ¨ ¨`u1

k``URCK,k`1.
Тогда

µpxx´1q “ p1 ` uk ` URCK,k`1qp1 ` u1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u1

k ` URCK,k`1q “

“ 1 ` u1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u1

k ` uk ` ukpu1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u1

kq ` URCK,k`1q “

“ 1 ` u1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u1

k ` uk ` URCK,k`1q “ 0

Откуда µpxx´1q1 “ u1
1 “ 0, µpxx´1q2 “ u1

2 “ 0, . . . , µpxx´1qk´1 “ u1
k´1 “ 0 и

µpxx´1qk “ u1
k ` uk “ 0, откуда u1

k “ uk.

Доказательство теоремы 3.6 . Корректность отображения как гомоморфизма алгебр
следует из определения µ и п.3 теоремы 3.4. Действительно, пусть a, b P γk отличаются
умножением на элемент из γk`1, будем считать a “ b ¨ o, o P γk`1. Тогда:

µpaq “ µpbqµpoq,

откуда

1`µpaqk`URCK,k`1 “ p1`µpbqk`URCK,k`1qp1`µpoqk`1`URCK,k`2q “ 1`µpbqk`URCK,k`1.

Докажем, что отображение является гомоморфизм алгебр Ли, то есть переводит
коммутатор в коммутатор. Из линейности определения скобки Ли в присоединенной
алгебре Ли следует, что достаточно доказать для двух коммутаторов a P γk, b P γl что:

µpraγk`1, bγl`1sqk`l “ rµpaqk, µpbqls

Будем действовать индукцией по k ` l. Предположение индукции – что формула
верна, для k ` l ď i. База индукции i “ 1, 2, 3 следует из корректности отображения
на простых вложенных коммутаторах. Докажем шаг индукции. Пусть a P γk, b P γl –
вложенные(не обязательно простые) коммутаторы и k ` l “ i ` 1. Тогда отображение
корректно на a и b, т.е. µpaqk и µpbql – вложенные коммутаторы в URCK той же записи
что и a и b соответственно. Имеем:

raγk`1, bγl`1s “ pa, bqγk`l`1 “ a´1b´1abγk`l`1.

откуда с учетом утверждения 18

µpraγk`1, bγl`1sqk`l “ µpa´1b´1abqk`l “ pµpa´1qµpb´1qµpaqµpbqqk`l “

“ pp1`µpaqk`URCK,k`1qp1`µpbql`URCK,l`1qp1`µpaqk`URCK,k`1qp1`µpbql`URCK,l`1qqk`l “

“ p1 ` µpaqkµpbql ` µpbqlµpaqk ` URCK,k`l`1qk`l “ rµpaqk, µpbqls
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Приложение 3. U-алгебра ограниченной алгебры Ли.
В данном разделе представлено изложение основного результата из [7, Jacobson].

Пусть x1, x2, ¨ ¨ ¨ (возможно бесконечное множество) – базис p-алгебры Ли L, тогда
имеются выражения rxixjs “

ř

xqγqij , x
rps

i “
ř

xrµri (конечные суммы), где коэффи-
циенты γqij , µr,i называются структурными коэффициентами и для них имеют место
соотношения

γqij “ ´γqji,
ÿ

q

γrqkγqij `
ÿ

q

γrqiγqjk `
ÿ

q

γrqjγqki “ 0 (2)

ÿ

r

γsirµrj “
ÿ

Q

γsqp´1iγqp´1qp´2j ¨ ¨ ¨ γq1ij (3)

Сформулируем теорему, доказываемую в данном параграфе:

Теорема 6.9 (Restricted PWB [7, Jacobson]). Если L – это ограниченная алгебра Ли,
то существует ассоциативная алгебра U с следующими свойствами:

1. L изоморфна подалгебре tLu в Ul.

2. U является обертывающей алгеброй tLu.

3. Если L гомоморфна подалгебре L в любой Bl, где B – это обертывающая алгебра
L, то U гомоморфна B.

Пусть x1, x2, ¨ ¨ ¨ (возможно, бесконечное множество) – базис пространства L над
полем Φ характеристики p. Положим rxixis “

ř

xqγqii и x
rps

i “
ř

xrµri, где γ и µ
удовлетворяют 2, 3. Тогда для a “

ř

xiαi, b “
ř

xiβi (конечные суммы) положим
rabs “

ř

xkγkiαiβj . Очевидно, что 2 означает, что L является алгеброй Ли относительно
rabs. Уравнение 3 эквивалентно

”

xix
rps

i

ı

“

„

¨ ¨ ¨ rxi

hkkkikkkj

xjs ¨ ¨ ¨xj

ȷ

Покажем, что при подходящем определении arps L – это ограниченная алгебра Ли.
Пусть A – векторное пространство с базисом xκ1

1 xκ2
2 ¨ ¨ ¨xκn

n , где κi ŕ 0 – целые числа
и хотя бы одно κi ą 0, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , то есть A – не коммутативные многочлены от xi над
Φ с соотношениями xixj ´ xjxi ´

ř

xqγqii “ 0. Другими словами, A – универсальная
обертывающая L как алгебры Ли (забывая об ограниченной структуре). Для любого
конечного набора мономов подалгебра A натянутая на эти мономы имеет конечный
базис txiαukα“1 Ă txiu

8
i“1. Произведение

pxκ1
1 xκ2

2 ¨ ¨ ¨xκn
n q

´

xλ1
1 xλ2

2 ¨ ¨ ¨xλn
n

¯

определяется повторяющимися ”выправлениями”, т.е. подстановками для xixj , при
i ą j, выражения xjxi `

ř

xkγkij . Биркгоффом и Виттом было показано, что это про-
изведение единственным образом определено в A и является ассоциативным.

Пусть B – идеал в A, имеющий базис yi “ xp
i ´ x

rps

i . Так как

rbxp
i s “ r¨ ¨ ¨ rbxisxis ¨ ¨ ¨xis “

”

bx
rps

i

ı

,

то yi коммутирует с любым линейным b и, следовательно, с любым элементом A.
Если терм xκ1

1 ¨ ¨ ¨xκn
n имеет степень ŕ p в xi, мы можем заменить xp

i на yi ` x
rps

i и
воспользоваться x

rps

i “
ř

xrµri. После конечного числа таких подстановок мы можем
записать любой a “

ř

xκ1
1 ¨ ¨ ¨xκn

n ¨ ρκ1¨¨¨κn в форме
ř

xλ1
1 ¨ ¨ ¨xλn

n uλ1¨¨¨λn , где λi ă p, а u –
полиномы от y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn. Таким образом, любой b “

ř

aiyi `
ř

yiαi в B имеет форму
ř

xλ1
1 ¨ ¨ ¨xλn

n ¨ vλ1...λn
, где v – полином от y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yn c нулевым свободным членом.

Теперь

xλ1
1 ¨ ¨ ¨xλn

n ym1
1 ¨ ¨ ¨ ymn

n “ xλ1
1 pxp

1 ´ x
rps

1 qm1 ¨ ¨ ¨xλn
n pxp

n ´ xrps
n qmn

“ xλ1`pm1

1 ¨ ¨ ¨xλn`pmn
n ` ¨ ¨ ¨

.
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Здесь не указанные слагаемые имеют степень ă
ř

λi ` p
ř

mi. Рассмотрим
слагаемые максимальной степени N “

ř

λi ` p
ř

mi в b, где мы предполага-
ем, что b ‰ 0, а следовательно, одно из v не равно 0. Поскольку хотя бы од-
но m ą 0, то N ą p. Два слагаемых максимальной степени различаются, если
pλ1, ¨ ¨ ¨ , λn;m1, ¨ ¨ ¨ ,mnq ‰ pλ1

1, ¨ ¨ ¨ , λ1
n;m

1
1, ¨ ¨ ¨ ,m1

nq. Таким образом, эти слагаемые
встречаются только один раз и не могут уничтожиться. Из этого следует, что при
записи b в нормальной форме

ř

xκ1
1 ¨ ¨ ¨xκn

n ρκ1...κn
, хотя бы одно из x имеет степень ą p.

Таким образом, классы txλ1
1 ¨ ¨ ¨xλn

n u, λi ă p, за исключением tx0
1 ¨ ¨ ¨x0

nu, определяемые
элементами xλ1

1 ¨ ¨ ¨xλn
n по модулю B, образуют базис для разностной алгебры U “ A{B.

Поскольку классы tx1u, tx2u, . . . линейно независимы, и rtxiutxjus “
ř

txquγqij ,
отображение

ř

xiαi Ñ
ř

txiuαi является изоморфизмом между L и обычной подал-
геброй Ли tLu в Ul. Поскольку txiu

p “ txp
i u “ tx

rps

i u “
ř

txruµri, то tLu является (огра-
ниченной) подалгеброй Ul. Следовательно, если мы определим p

ř

xiαiq
rps как элемент,

соответствующий t
ř

xiαiu
p, то L становится ограниченной алгеброй Ли, в которой x

rps

i

определяется исходным образом.
Если L изначально является ограниченной алгеброй Ли, то следующее отображение

является изоморфизмом:
ř

xiαi Ñ t
ř

xiαiu.
Теперь предположим, что

ř

xiαi Ñ
ř

x̃iαi является гомоморфизмом между L и L,
подалгеброй Vl, где мы предполагаем, что любой элемент V является многочленом в
элементах L. Мы имеем

x̄ix̄j “ x̄j x̄i `
ÿ

x̄qγqij , x̄p
i “

ÿ

x̄rµri.

Первый набор уравнений подразумевает, что
ÿ

xκ1
1 ¨ ¨ ¨xκn

n ρκ1
. . . ρκn

Ñ
ÿ

xκ1
1 ¨ ¨ ¨xκn

n ρκ1¨¨¨κn

является гомоморфизмом между A и V. Из-за второго набора уравнений xp
i ´x

rps

i отоб-
ражаются в 0, и поэтому наше соответствие индуцирует гомоморфизм между U “ A{B
и V. Это отображение является продолжением гомоморфизма между L и L.
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