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1 Ââåäåíèå

Êîíôèãóðàöèè ïîäïðîñòðàíñòâ âîçíèêàþò â òàêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, êàê êîì-
áèíàòîðèêà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ êîñ. Äîïîëíåíèÿ ê òàêèì ïðîñòðàí-
ñòâàì òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷íûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåîðèÿ êîíôèãóðàöèé âîñõîäèò ê ðàáîòå Àðíîëüäà [3], â êîòîðîé
êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ îïèñàíî êàê äîïîëíåíèå ê
íàáîðó âñåâîçìîæíûõ äèàãîíàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé {zi = zj} â Cm. Òàì æå áû-
ëî âû÷èñëåíî êîëüöî êîãîìîëîãèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîïîëíåíèÿ ê ïðîèçâîëüíîé
äèàãîíàëüíîé êîíôèãóðàöèè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [4] â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Rm. Â íåé óäàëîñü ïîëó÷èòü àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó êîëüöà êîãîìîëîãèé
äîïîëíåíèé òàêèõ êîíôèãóðàöèé.

Äîïîëíåíèÿ ê êîíôèãóðàöèè êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áûëè ïîäðîáíî îïè-
ñàíû â ðàáîòå [1]. Â íåé áûëà äîêàçàíà ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà ZK. Íà åå îñíîâå áûëî âû÷èñëåíî êîëüöî êîãîìî-
ëîãèé äîïîëíåíèé êîîðäèíàòíîé êîíôèãóðàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó äîïîëíåíèÿìè ê êîîðäèíàòíûì è äèà-
ãîíàëüíûì êîíôèãóðàöèÿìè, à òàêæå èçó÷åíà êîìáèíàòîðèêà ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåõîäå îò äèàãîíàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ê êîîðäèíàò-
íûì.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå êîìáèíàòîðíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Àáñòðàêòíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîìK íà ìíîæåñòâå [m] :=
{1, 2, . . . ,m} íàçûâàåòñÿ íàáîð ïîäìíîæåñòâ [m], óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì:

1. ∅ ∈ K;

2. åñëè I ∈ K, òî äëÿ ëþáîãî J ⊂ I âûïîëíåíî J ∈ K.

Îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {i} ∈ K íàçûâàþò âåðøèíàìè ñèïëèöèàëüíîãî êîìïëåê-
ñà, à ìíîæåñòâà {i} /∈ K íàçûâàþò ïðèçðà÷íûìè âåðøèíàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü J � ïîäìíîæåñòâî â [m]. Îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèå ñèìïëè-
öèàëüíîãî êîìïëåêñà K íà J êàê

KJ := {I ∈ K : I ⊂ J}.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü I � ñèìïëåêñ â K, òî åñòü I ∈ K. Òîãäà ëèíêîì ñèìïëåêñà
I íàçûâàåòñÿ ïîäêîìïëåêñ âèäà

linkK I := {J ∈ K : J ∪ I ∈ K, J ∩ I = ∅}.

Çâåçäîé ñèìïëåêñà I áóäåì íàçûâàòü ïîäêîìïëåêñ

starK I := {J ∈ K : I ∪ J ∈ K}.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü A ⊂ X � ïàðà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áóäåì íàçû-
âàòü ïîëèýäðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ïàðû (X,A) êîíñòðóêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

(X,A)K =
⋃
I∈K

(X,A)I , ãäå (X,A)I := {(x1, . . . , xm) ∈ Xm : xj ∈ A, åñëè j ∈ I}.

Çäåñü Xm îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå m êîïèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

ZK :=
(
D2, S1

)K
.

Âåùåñòâåííûì ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîì áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî

RK :=
(
D1, S0

)K
.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Êîíôèãóðàöèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ � ýòî íàáîð A = {L1, . . . , Lr},
ãäå L1, . . . , Lr � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Cm.

Êîíôèãóðàöèÿ A íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé, åñëè âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lj èìå-
åò âèä

Lj = LI := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = · · · = zik = 0}
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà èíäåêñîâ I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m].

Êîíôèãóðàöèÿ A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lj èìå-
åò âèä

Lj = MI := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = · · · = zik}
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà èíäåêñîâ {i1, . . . , ik} ∈ [m].

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîíôè-
ãóðàöèþ êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ A(K) = {LI : I /∈ K}. Îïðåäåëèì ïðîñòðàí-
ñòâî U(K) êàê äîïîëíåíèå äî A(K) â Cm, òî åñòü:

U(K) = Cm\
⋃
I /∈K

LI .

Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, òî îïðåäåëåíî äîïîë-
íåíèå ê êîíôèãóðàöèè äèàãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à èìåííî:

D(K) = Cm\
⋃
I /∈K

MI .

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâà UR(K) è DR(K) êàê äîïîëíåíèÿ
ê êîíôèãóðàöèÿì ïîäïðîñòðàíñòâ â Rm.

Ïðè óêàçàííîì ñîîòâåòñòâèè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Åñëè K′ ⊂ K �
ýòî ïîäêîìïëåêñ, òî òîãäà U(K′) ⊂ U(K) è D(K′) ⊂ D(K). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå äîïîëíåíèÿ ê êîîðäèíàòíûì è äèàãîíàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì
èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè U(K) è D(K).

Ïðåäëîæåíèå 2.8 ([1], [6]). Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå K 7→ U(K) çàäàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå âêëþ÷åíèÿ, ìåæäó ìíîæåñòâîì ñèìïëè-
öèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íà [m] è ìíîæåñòâîì äîïîëíåíèé ê êîîðäèíàòíûì êîíôèãó-
ðàöèÿì â Cm.

Îòîáðàæåíèå K 7→ D(K) çàäàåò ñîõðàíÿþùóþ âêëþ÷åíèÿ áèåêöèþ ìåæäó ìíî-
æåñòâîì ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íà [m] áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí è ìíîæå-
ñòâîì äîïîëíåíèé ê äèàãîíàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì â Cm.
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Äîïîëíåíèÿ ê êîîðäèíàòíîé êîíôèãóðàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ,
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïîëèýäðàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.9 ([1]). U(K) = (C,C×)
K, ãäå C× = C \ {0}.

Ïîñêîëüêó êàæäîå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñòàí-
äàðòíîãî äåéñòâèÿ òîðà Tm, òî è äîïîëíåíèå U(K) ÿâëÿåòñÿ Tm−èíâàðèàíòíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì â Cm. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè
U(K) è ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñàìè ZK.

Òåîðåìà 2.10 ([1], òåîðåìà 4.7.5). Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK � ýòî Tm-èíâàðèíàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â U(K), è ñóùåñòâóåò Tm-ýêâèâàðèàíòíàÿ äåôîðìàöèîííàÿ ðå-
òðàêöèÿ

ZK ↪→ U(K)
'→ ZK.

Ýòà æå òåîðåìà âåðíà è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, à èìåííî: U(K) ' RK, ãäå RK �
ýòî âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ.

Ïðèìåð 2.11. Ïóñòü K = ski(∆m−1). Òîãäà UR(K) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áó-
êåòó ñôåð Si+1 â êîëè÷åñòâå

m∑
k=i+2

(
m

k

)(
k − 1

i+ 1

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.10 UR(K) ' RK. Çàìåòèì, ÷òî RK ÿâëÿåòñÿ (i + 1)-
ìåðíûì îñòîâîì êóáà [−1, 1]m (îáîçíà÷èì I := [−1, 1]).

Èíäóêöèåé ïî m = i + 2, i + 3, . . . äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü f : ski+1(Im) → Si+1 ∨ · · · ∨ Si+1 òàêàÿ, ÷òî f(ski Im) = pt. Åñëè
m = i+2, òî ski+1(Im) = ∂Im. Ñòÿíåì âåðõíþþ ãðàíü êóáà Im â òî÷êó. Ïîëó÷èì ∂Im '
cone(∂Im−1) ∪∂Im−1 Im−1, ãäå Im−1 � íèæíÿÿ ãðàíü êóáà Im. Ïîñêîëüêó cone(∂Im−1)
� ñòÿãèâàåìûé ïîäêîìïëåêñ â ïîëó÷åííîì êëåòî÷íîì êîìïëåêñå, òî ñóùåñòâóåò ãî-
ìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü g : cone(∂Im−1) ∪∂Im−1 Im−1 '→ Im−1/∂Im−1 ∼= Sm−1.
Ïðè ýòîì g(skm−2 Im−1) = pt. Èòàê, â ñëó÷àå m = i+ 2 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü m > i + 2. Îáîçíà÷èì çà F1, . . . , Fl âñå ãðàíè ðàçìåðíîñòè i + 1,
êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ öåëèêîì íè â âåðõíåé, íè â íèæíåé ãèïåðãðàíè êóáà Im.
Êàæäàÿ Fj ïåðåñåêàåò âåðõíþþ è íèæíþþ ãèïåðãðàíü êóáà Im ïî ãðàíÿì Gj,1 è Gj,2

ñîîòâåòñòâåííî, dimGj,k = i. Ñòÿíåì âñå Fj òàê, ÷òîáû Gj,1 è Gj,2 ñêëåèëèñü. Ïîëó-

÷èì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ski+1 Im
'→ X, ãäå X � ýòî îñòîâ ski+1 Im−1, â

êîòîðîì íà ìåñòå êàæäîé ãðàíè ðàçìåðíîñòè i+ 1 âêëååíà åù¼ îäíà òàêàÿ æå. Êëå-
òî÷íûé êîìïëåêñ X ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñ A = ski+1 Im−1, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìî
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü g : A→ Si+1 ∨ · · · ∨ Si+1, ïðè êîòîðîé g(ski Im−1) = pt.

Òàê êàê (X,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà, òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ íà âñåì X, ïðè êîòîðîì skiX îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó. Ïîñêîëüêó X íå
ñîäåðæèò ãðàíåé ðàçìåðíîñòè âûøå i+ 1, ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíò-
íîñòü f : X → Si+1 ∨ · · · ∨ Si+1, ïðè êîòîðîé skiX îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó. Òåì ñàìûì
ìû äîêàçàëè èíäóêöèîííûé ïåðåõîä è ñàìî óòâåðæäåíèå.

Íàéäåì ÷èñëî ñôåð â ïîëó÷åííîì áóêåòå. Ïóñòü w � êîëè÷åñòâî ñôåð â áóêåòå.
Òîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà RK ðàâíà χ(RK) = 1 + (−1)i+1w. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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−→

F1 F2

F4 F3

G1,1

G1,2

ski+1 Im X

Ðèñ. 1: Ñòÿãèâàíèå ãðàíåé Fj

îíà ðàâíà

χ(RK) =
i+1∑
k=0

(−1)kfk,

ãäå fk � ýòî f -÷èñëà êóáà [−1, 1]m, òî åñòü êîëè÷åñòâî ãðàíåé ðàçìåðíîñòè k â [−1, 1]m.
Êàê èçâåñòíî, f -÷èñëà ìíîãîãðàííèêà ñâÿçàíû ñ h-÷èñëàìè ñîîòíîøåíèåì

fj =
m∑
k=j

(
k

j

)
hm−k.

Ïîñêîëüêó h-÷èñëà êóáà ðàâíû hk =
(
m
k

)
, èìååì:

χ(RK) =
i+1∑
j=0

(−1)jfj =
i+1∑
j=0

m∑
k=j

(−1)j
(
k

j

)
hm−k =

=
i+1∑
k=0

hm−k

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
+

m∑
k=i+2

hm−k

i+1∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
=

= hm +
i+1∑
k=1

hm−k(1− 1)k +
m∑

k=i+2

hm−k

i+1∑
j=0

(−1)j
((

k − 1

j

)
+

(
k − 1

j − 1

))
=

= 1 +
m∑

k=i+2

(
m

k

)
(−1)i+1

(
k − 1

i+ 1

)
.

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî w =
∑m

k=i+2

(
m
k

)(
k−1
i+1

)
.

Äàííûé ïðèìåð ìîæíî îáîáùèòü è íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé. Â ðàáîòå [5] áûëî

äîêàçàíî, ÷òî U(K) '
∨m
k=i+2

(
Si+k+1

)∨(m
k)(k−1

i+1), ãäå X∨k îçíà÷àåò áóêåò èç k êîïèé
ïðîñòðàíñòâà X.
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3 Ñâÿçü äîïîëíåíèé ê êîíôèãóðàöèÿì êîîðäèíàò-

íûõ è äèàãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå äîïîëíåíèÿ ê êîîðäèíàòíîé êîíôèãóðàöèè
ïðîèñõîäÿò èç äîïîëíåíèé ê íåêîòîðîé äèàãîíàëüíîé. Òàêæå áóäåò íàéäåíî äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî äîïîëíåíèå ê äèàãîíàëüíîé êîíôèãóðàöèè ïðîèñõîäèò èç
íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü K � àáñòðàêòíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m].
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K′ òàêîé, ÷òî U(K) ' D(K′). Ýòî
æå âåðíî è äëÿ ïðîñòðàíñòâ â Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K′ íà [m+ 1] êàê

K′ = {{i1, . . . , ik} : {i1, . . . , ik} ⊂ [m]}∪ {{i1, . . . , ik,m+ 1} ⊂ [m+ 1] : {i1, . . . , ik} ∈ K}.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî D(K′) ⊂ Cm+1. Îòîáðàæåíèå F , îïðåäå-
ëåííîå êàê

F : Cm+1 × [0, 1]→ Cm+1,

F (z1, . . . , zm+1, t) = (z1, . . . , zm+1)− tz1 + · · ·+ zm+1

m+ 1
(1, . . . , 1), t ∈ [0, 1],

çàäàåò ãîìîòîïèþ ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì id : Cm+1 → Cm+1 è îð-
òîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé P : Cm+1 → Cm+1 íà ãèïåðïëîñêîñòü π : z1 + · · ·+ zm = 0.
Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ïðîñòðàíñòâî F (D(K′), t) ñîäåðæèòñÿ â D(K). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî zi1 = · · · = zik âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî zi1 − t z1+···+zm+1

m+1
= · · · = zik − t z1+···+zm+1

m+1
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z /∈ D(K′) ⇒

z /∈ F (D(K′), t), òî åñòü F (D(K′), t) ⊂ D(K′). Ïîñêîëüêó F (z, t) = z äëÿ âñÿêî-
ãî z ∈ π, t ∈ [0, 1], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî F (D(K′), 1) = D(K′) ∩ π, è, ñëåäîâàòåëüíî,
D(K′) ' D(K′) ∩ π.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èçîìîðôèçì A : Cm+1 → Cm+1, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìó-
ëàì

yi = zi − zm+1, åñëè i = 1, . . . ,m,
ym+1 = z1 + . . . zm + zm+1.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî A(D(K′)∩π) = U(K), ãäå U(K) ⊂ {ym+1 = 0} ⊂ Cm+1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ K′ âñå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå íå âõîäÿò â K′, èìåþò âèä
{i1, . . . , ik,m+ 1}, ãäå {i1, . . . , ik} /∈ K. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

A(D(K′)∩π) = A

Cm+1\
⋃

{i1,...,ik}/∈K

{zi1 = · · · = zik = zm+1}

 ∩ {z1 + · · ·+ zm+1 = 0}

 =

=

Cm+1\
⋃

{i1,...,ik}/∈K

{yi1 = · · · = yik = 0}

 ∩ {ym+1 = 0} = U(K),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå U(K) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â ãèïåðïëîñ-
êîñòè {ym+1 = 0}. Òàêèì îáðàçîì, íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Cm+1 →
Cm+1 èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó D(K′)∩ π è U(K). Cëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó-
÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü D(K′) ' D(K′) ∩ π ∼= U(K).
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Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m], ñîäåðæàùèé ãðàíü
íà m− 1 âåðøèíå, òî òîãäà ñóùåñòâóåò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K′ òàêîé, ÷òî
D(K) ' U(K′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû K, ÷òîáû {1, 2, . . . ,m−1} ∈ K. Ïðèìåíèì
ðàññóæäåíèÿ Óòâåðæäåíèÿ 3.1 ê ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K′ = linkK {m} íà ìíî-
æåñòâå [m− 1]. Ïîñêîëüêó K = {{i1, . . . , ik} : {i1, . . . , ik} ⊂ [m− 1]} ∪ {{i1, . . . , ik,m} :
{i1, . . . , ik} ∈ K′}, ïîëó÷èì, ÷òî U(K′) ' D(K).

Èòàê, äîïîëíåíèÿ ê äèàãîíàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì, îòâå÷àþùèì ñèìïëèöèàëü-
íûì êîìïëåêñàì íà m âåðøèíàõ ðàçìåðíîñòè m− 2, ìîæíî ñâåñòè ê äîïîëíåíèÿì ê
êîîðäèíàòíûì. Òàêèå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû îáëàäàþò èíòåðåñíûìè êîìáèíà-
òîðíûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ëþáîé ÷èñòûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ðàçìåð-
íîñòè m− 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äæîéíà ñèìïëåêñà è ãðàíèöû ñèìïëåêñà.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïóñòü K � ÷èñòûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] ðàçìåð-
íîñòè m − 2 áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí. Òîãäà K = ∆p ∗ ∂∆q äëÿ íåêîòîðûõ p è q,
ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ p = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I1, . . . , In � âñå ãðàíè ðàçìåðíîñòè m− 2 ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà K, vk � íîìåð òîé âåðøèíû, êîòîðàÿ íå âõîäèò â Ik, k = 1, . . . , n. Ïðè
ýòîì {v1, . . . , vn} /∈ K.

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé I1 ∩ · · · ∩ In. Åñëè n = m, òî K = ∂∆m−1 è óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî. Èíà÷å ýòî íåïóñòîé ñèìïëåêñ íà m − n âåðøèíàõ. Îáîçíà÷èì èõ
íîìåðà çà w1, . . . , wm−n. Ïîêàæåì, ÷òî K = ∆m−n−1 ∗ ∂∆n−1, ãäå ∆m−n−1 � ñèì-
ïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí {w1, . . . , wm−n}, ∆n−1 � ñèìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí
{v1, . . . , vn}. Äëÿ ëþáûõ J1 ∈ ∆m−n−1, J2 ∈ ∂∆n−1 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå J1 ∪ J2 ⊂ K,
ïîñêîëüêó J2 íå ñîäåðæèò êàêóþ-òî âåðøèíó vk è, ñëåäîâàòåëüíî, öåëèêîì ñîäåðæèò-
ñÿ â Ik, à J1 ñîäåðæèòñÿ â Ik ïî îïðåäåëåíèþ ∆m−n−1. Çíà÷èò, ∆m−n−1 ∗ ∂∆n−1 ⊂ K.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå K ⊂ ∆m−n−1 ∗ ∂∆n−1 òîæå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå
ìíîæåñòâî J ∈ K èìååò âèä J = {wi1 , . . . , wik , vj1 , . . . , vjl}, ïðè÷åì ñðåäè âåðøèí
vj1 , . . . , vjl ïðèñóòñòâóþò íå âñå v1, . . . , vn, òàê êàê {v1, . . . , vn} /∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî,
J = J1 ∪ J2, J1 = {wi1 , . . . , wik} ∈ ∆m−n−1, J2 = {vj1 , . . . , vjl} ∈ ∂∆n−1.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé ìîìåíò-óãîë êîìïëåê-
ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñòûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñàì ðàçìåðíîñòè m−2, èçî-
ìîðôíî êîëüöó êîãîìîëîãèé ñôåðû. Â ñàìîì äåëå, åñëè K = ∆p ∗ ∂∆q, òî ZK ∼=
Z∆p × Z∂∆q ∼= D2p+2 × S2q+1 ' S2q+1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî H∗(ZK) ∼= H∗(S2q+1).
Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü H∗(ZK) ∼= H∗(S2q+1). Òîãäà K = ∆p∗∂∆q äëÿ íåêîòîðîãî
p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω ⊂ [m] � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùååñÿ â K.
Òîãäà Kω � ýòî ãðàíèöà ñèìïëåêñà ∂∆|ω|−1, ñëåäîâàòåëüíî, H̃ |ω|−2(Kω) ∼= Z. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå Õîõñòåðà

Hk(ZK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃k−|J |−1(KJ),

è ïîýòîìó H2|ω|−1(ZK) 6= 0. Ïîñêîëüêó H∗(ZK) ∼= H∗(S2q+1), åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ
ãðóïïà êîãîìîëîãèé ñîäåðæèòñÿ â ðàçìåðíîñòè 2q + 1, òî åñòü |ω| = q + 1.
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Ïóñòü òåïåðü J ⊂ [m] � äðóãîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ â K. Ïðî-
âåðèì, ÷òî J ⊃ ω. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðåâ ìèíèìàëüíîå J ′ ⊂ J òàêîå, ÷òî J ′ /∈ K,
ïîëó÷èì |J ′| = q + 1, H̃q−1(KJ ′) ∼= Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê rankH2q+1(ZK) = 1, òî Kω è
KJ ′ � îäèí è òîò æå ïîäêîìïëåêñ. Ñëåäîâàòåëüíî, J ′ = ω, è J ⊃ ω.

Ïîñêîëüêó ω � åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùååñÿ â K,
ìû èìååì [m]\ω ∈ K. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî K = ∂∆|ω|−1∗∆m−|ω|−1, ãäå ∂∆|ω|−1 = Kω,
∆m−|ω|−1 = K[m]\ω. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ïîäìíîæåñòâà J ∈ K èìåþò âèä J = I1 ∪ I2,
ãäå I1 ⊂ ω, I2 ⊂ [m]\ω, ïðè÷¼ì I1 6= ω, òàê êàê ω /∈ K. Òàêæå äëÿ ëþáûõ I1 ∈ Kω, I2 ∈
K[m]\ω âûïîëíåíî I1∪I2 ∈ K, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå I1∪I2 ⊃ ω, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè âêëþ÷åíèÿ K ⊂ ∂∆|ω|−1 ∗∆m−|ω|−1 è ∂∆|ω|−1 ∗∆m−|ω|−1 ⊂ K,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, â óòâåðæäåíèè 3.3 ìû îïèñàëè âñå ñèïìëèöèàëüíûå êîìïëåêñû
K ðàçìåðíîñòè m− 2, äëÿ êîòîðûõ êîëüöî êîãîìîëîãèé ZK èçîìîðôíî êîëüöó êîãî-
ìîëîãèé ñôåðû.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå íàëè÷èÿ ãðàíè ðàçìåðíîñòèm−2 â ñèìïëèöèàëüíîì
êîìïëåêñå K íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàøåëñÿ K′, äëÿ êîòîðîãî
D(K) ' U(K′). Ýòî âèäíî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3.5. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà: K = r rr r
4 3
1 2

. Ñîîòâåòñòâóþùåå äîïîëíåíèå ê äèàãîíàëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè èìååò âèä D(K) = C4\ ({z1 = z3} ∪ {z2 = z4}). Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ

F : C4 × [0, 1]→ C4,

F (z1, z2, z3, z4, t) = (z1, z2, z3, z4)− tz1 + z3

2
(1, 0, 1, 0)− tz2 + z4

2
(0, 1, 0, 1)

ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì id : C4 → C4 è îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé P :
C4 → C4 íà ïëîñêîñòü η : {z1 + z3 = 0, z2 + z4 = 0}. Êàê è â óòâåðæäåíèè 3.1, ïðè
êàæäîì t ∈ [0, 1] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå F (D(K), t) ⊂ D(K). Ïîñêîëüêó F (z, t) = z
äëÿ ëþáîãî z ∈ η, ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü D(K) ' D(K) ∩ η.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èçîìîðôèçì A : C4 → C4, îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè

y1 = z1 − z3,
y2 = z2 − z4,
y3 = z1 + z3,
y4 = z2 + z4.

Ýòîò èçîìîðôèçì èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì D(K) ∩ η ∼= U(K′) ⊂ {y3 = 0, y4 = 0} ⊂
C4, ãäå K′ � ïóñòîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå {1, 2}. Äåéñòâèòåëüíî,

A(D(K) ∩ η) = A
((
C4\ ({z1 = z3} ∪ {z2 = z4})

)
∩ {z1 + z3 = 0, z2 + z4 = 0}

)
=

=
(
C4\ ({y1 = 0} ∪ {y2 = 0})

)
∩ {y3 = 0, y4 = 0} = U(K′),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå U(K′) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â {y3 = 0, y4 =
0}.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî D(K) ' U(K′), õîòÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
K íà 4 âåðøèíàõ íå ñîäåðæèò ãðàíåé ðàçìåðíîñòè 2.
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4 Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ

Óòâåðæäåíèå 3.1 ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí
[m]. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

D(K) ' U(linkK{m}) ∩D(K[m−1]),

ãäå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû K[m−1] è linkK{m} (îãðàíè÷åíèå K íà ìíîæåñòâî
[m − 1] è ëèíê âåðøèíû {m} ñîîòâåòñòâåííî) ïîíèìàþòñÿ êàê ñèìïëèöèàëüíûå
êîìïëåêñû íà [m − 1], à ïðîñòðàíñòâà U(linkK{m}) è D(K[m−1]) ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå Cm−1. Ïðè ýòîì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
linkK{m} ìîæåò ñîäåðæàòü ïðèçðà÷íûå âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â óòâåðæäåíèè 3.1, èìååò ìåñòî ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü D(K) ' D(K) ∩ π. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé èçîìîðôèçì A : Cm → Cm, îïðåäå-
ëåííûé ôîðìóëàìè

yi = zi − zm, åñëè i 6 m− 1
ym = z1 + . . . zm−1 + zm

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îí çàäàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó D(K) ∩ π è U(linkK{m}) ∩
D(K[m−1]) ⊂ {ym = 0} ⊂ Cm. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå íå âõî-
äÿò â K, èìåþò âèä {i1, . . . , ik,m}, ãäå {i1, . . . , ik} /∈ linkK{m}, ëèáî {i1, . . . , ik}, ãäå
{i1, . . . , ik} ⊂ [m− 1], {i1, . . . , ik} /∈ K[m−1]. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

D(K) ∩ π =

= Cm\

 ⋃
{i1,...,ik}/∈linkK{m}

{zi1 = · · · = zik = zm} ∪
⋃

{i1,...,ik}/∈K[m−1]

{zi1 = · · · = zik}

∩
∩{z1 + · · ·+ zm = 0} =

Cm\
⋃

{i1,...,ik}/∈linkK{m}

{zi1 = · · · = zik = zm}

∩
∩

Cm\
⋃

{i1,...,ik}/∈K[m−1]

{zi1 = · · · = zik}

 ∩ {z1 + · · ·+ zm = 0}

Òàê êàê A � ëèíåéíûé èçîìîðôèçì, èìååì:

A(D(K) ∩ π) =

Cm\
⋃

{i1,...,ik}/∈linkK{m}

{yi1 = · · · = yik = 0}

∩
∩

Cm\
⋃

{i1,...,ik}/∈K[m−1]

{yi1 = · · · = yik}

 ∩ {ym = 0} =

= U(linkK{m}) ∩D(K[m−1]),

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå U(linkK{m}) è D(K[m−1]) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â ãèïåðïëîñêîñòè {ym = 0}. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå A èíäóöèðóåò
ãîìåîìîðôèçì ìåæäó D(K) ∩ π è ïåðåñå÷åíèåì U(linkK{m}) ∩ D(K[m−1]) ⊂ {ym =
0} ⊂ Cm, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü D(K) '
U(linkK{m}) ∩D(K[m−1]).
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Êàê è â óòâåðæäåíèè 3.1, äàííûé ðåçóëüòàò òàêæå âåðåí äëÿ ïðîñòðàíñòâ UR(K)
è DR(K).

Ñëåäñòâèå 4.2. D(cone(K)) ' D(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 4.1 ê ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó cone(K) =
K ∗ {m+ 1}. Ïîñêîëüêó ëèíê âåðøèíû {m+ 1} ýòîãî êîíóñà ñîâïàäàåò ñ îñíîâàíèåì
è ðàâåí K, òî ïîëó÷àåì, ÷òî D(cone(K)) ' U(K) ∩ D(K). Ïðè ýòîì D(K) ⊂ U(K),
ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíî D(K).

Ïîëó÷åííûé â óòâåðæäåíèè 4.1 ðåçóëüòàò ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-
ãîìîëîãèé äîïîëíåíèÿ ê êîíôèãóðàöèè äèàãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàò ðàáîòû [2] äëÿ ãðóïï êîãîìîëîãèé äîïîëíå-
íèé ê êîíôèãóðàöèÿì ¾k ðàâíûõ êîîðäèíàò¿, òî åñòü ê äîïîëíåíèÿì âñåâîçìîæíûõ
ïðîñòðàíñòâ {xi1 = · · · = xik} â Rm ïðè ôèêñèðîâàííîì k.

Òåîðåìà 4.3 ([2], òåîðåìà 1.1). Ïóñòü K = skd(∆m−1) � d-ìåðíûé îñòîâ ñèìïëåêñà
íà m âåðøèíàõ, m

2
− 2 < d < m− 1. Òîãäà êîãîìîëîãèè DR(K) èìåþò âèä:

Hk(DR(K)) = 0, åñëè k 6= 0, d

H0(DR(K)) = Z

Hd(DR(K)) = Zs, ãäå s =
m∑

l=d+2

(
m

l

)(
l − 1

d+ 1

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì i-îå ÷èñëî Áåòòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà P çà βi(P ).

Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè m = d + 2, . . . , 2d + 3. Â
ñëó÷àå m = d+ 2 èìååì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü DR(skd ∆m−1) = Rm\{x1 =
· · · = xm} ' Sm−2, è óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü m
2
− 2 < d < m− 2. Îáîçíà÷èì K = skd ∆m−1. Òîãäà ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ 4.1: DR(K) ' UR(linkK{m}) ∩DR(K[m−1]). Ïîñêîëüêó â d-ìåðíîì îñòîâå ïðè-

ñóòñòâóþò âñå ãðàíè íà d+ 1 âåðøèíå, òî linkK{m} = skd−1 ∆m−2, K[m−1] = skd ∆m−1.

Îáîçíà÷èì A = DR(skd ∆m−2), B = UR(skd−1 ∆m−2). Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ïðî-
ñòðàíñòâ A è B â Rm−1.

A∪B = Rm−1\

 ⋃
{i1,...,ik}/∈K[m−1]

{xi1 = · · · = xik} ∩
⋃

{j1,...,jl}/∈linkK{m}

{xj1 = · · · = xjl = 0}

 .

Ëþáàÿ ãðàíü I = {i1, . . . , ik}, íå âõîäÿùàÿ â linkK{m}, ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå
d + 1 âåðøèíó, à ãðàíü J = {j1, . . . , jl}, íå âõîäÿùàÿ â K[m−1], ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
ìåðå d+ 2 âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòèõ ãðàíåé åñòü îáùàÿ âåðøèíà â K[m−1] (ïî
óñëîâèþ òåîðåìû m− 1 < (d+ 1) + (d+ 2)), è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ MI è LJ ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ãðàíÿì, áóäåò èìåòü âèä:

{xi1 = · · · = xik = xj1 = · · · = xjl = 0}

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâ A è B áóäåò íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé êîí-
ôèãóðàöèåé.
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Áîëåå òîãî, ýòî îáúåäèíåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ UR(K[m−1]) = UR(skd(∆m−2)). Â
ñàìîì äåëå: ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå âûðåçàåòñÿ èç Rm−1 â A∪B, èìååò âèä
LI∪J äëÿ íåêîòîðûõ I /∈ linkK{m}, J /∈ K[m−1]. Ïî îïðåäåëåíèþ ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà, åñëè J /∈ K[m−1], òî è I ∪ J /∈ K[m−1] äëÿ ëþáîé ãðàíè I. Çíà÷èò, A ∪ B =
Rm−1\

⋃
J /∈K[m−1]

LJ = UR(K[m−1]).

Âû÷èñëèì êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ A, B è X = A ∪ B = UR(K[m−1]). Ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè Hd(A) = Zβd(A), ãäå βd(A) =
∑m−1

k=d+2

(
m−1
k

)(
k−1
d+1

)
, H0(A) = Z,

è Hn(A) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó U(ski(∆n−1)) ' Rski(∆n−1) åñòü áóêåò

ñôåð Si+1 â êîëè÷åñòâå
∑n

k=i+2

(
n
k

)(
k−1
i+1

)
, êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà B ðàâíû:

H0(B) = Z
Hd(B) = Zβd(B), ãäå βd(B) =

∑m−1
k=d+1

(
m−1
k

)(
k−1
d

)
Hn(B) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïû êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X èìåþò âèä:

H0(X) = Z
Hd+1(X) = Zβd+1(X), ãäå βd+1(X) =

∑m−1
k=d+2

(
m−1
k

)(
k−1
d+1

)
Hn(X) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà A è B îòêðûòû â X, èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà:

· · · → Hn(X)→ Hn(A)⊕Hn(B)→ Hn(A ∩B)→ Hn+1(X)→ . . .

Ïðè n = 0 ôðàãìåíò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåò âèä

0→ Z→ Z⊕ Z→ H0(A ∩B)→ 0.

Òàê êàê H0(A ∩ B) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî èç ýòîãî ôðàãìåíòà ïîëó÷àåì,
÷òî H0(A∩B) = Z. Ïðè n 6= 0, d ãðóïïà Hn(A∩B) áóäåò ðàñïîëîæåíà ìåæäó äâóìÿ
íóëåâûìè ãðóïïàìè â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò íóëåâîé.
Ïðè n = d èìååì:

0→ Zβd(A) ⊕ Zβd(B) → Hd(A ∩B)→ Zβd+1(X) → 0

Ñëåäîâàòåëüíî,Hd(A∩B) = Hd(A)⊕Hd(B)⊕Hd+1(X) è ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé
ãðóïïîé. Âû÷èñëèì åå ðàíã βd(A ∩B):

βd(A ∩B) = βd(A) + βd(B) + βd+1(X) =

=
m−1∑
k=d+2

(
m− 1

k

)(
k − 1

d+ 1

)
+

m−1∑
k=d+1

(
m− 1

k

)(
k − 1

d

)
+

+
m−1∑
k=d+2

(
m− 1

k

)(
k − 1

d+ 1

)
=

(
m− 1

d+ 1

)
+

m−1∑
k=d+2

(
m− 1

k

)(
k

d+ 1

)
+

+
m−1∑
k=d+2

(
m− 1

k

)(
k − 1

d+ 1

)
=

(
m− 1

d+ 1

)
+

m∑
l=d+3

(
m− 1

l − 1

)(
l − 1

d+ 1

)
+
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+
m−1∑
k=d+2

(
m− 1

k

)(
k − 1

d+ 1

)
=

(
m− 1

d+ 1

)
+

m−1∑
k=d+3

(
m

k

)(
k − 1

d+ 1

)
+

(
m− 1

d+ 1

)

+

(
m− 1

d+ 2

)
=

m−1∑
k=d+3

(
m

k

)(
k − 1

d+ 1

)
+

(
m

d+ 2

)
+

(
m− 1

d+ 1

)
=

m∑
k=d+2

(
m

k

)(
k − 1

d+ 1

)
.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè èíäóêöèîííûé ïåðåõîä è ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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