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1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìèíèìàëüíûìè îáðàçóþùèìè â ãðóïïå π1(RK) è â àëãåáðå
ÏîíòðÿãèíàH∗(ΩZK;F) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí
[m] = {1, . . . ,m}, à F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü. È äëÿ ãðóïï ([PV1]), è äëÿ àëãåáð ([GPTW]) èçâåñòíû
ìèíèìàëüíûå íàáîðû èç

N(K) =
∑
J⊂K

b̃0(KJ) = rank

 ⊕
J⊂[m]

H̃0(KJ ;Z)


îáðàçóþùèõ, ãäå rankG � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ ãðóïïû G. Ýòè îáðàçóþùèå äàëåå íàçû-
âàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè.

Äëÿ ãðóïï íàéäåíà îöåíêà ñ äâóõ ñòîðîí íà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé:

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, à M � íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå ÷òî
ãðóïïà π1(RK) ìîæåò áûòü çàäàíà N(K) îáðàçóþùèìè è M ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà

rank

 ⊕
J⊂[m]

H1(KJ ;Z)

 ≤M ≤ rank

(
∗
J⊂[m]

Π1(KJ)

)
,

ãäå Π1(X) := ∗α π1(Xα) äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
{Xα}.

Åñëè m ìàë�o, òî îöåíêè ñîâïàäàþò: ðàñõîæäåíèÿ íà÷èíàþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà K èìååò ïîëíûå
ïîäêîìïëåêñû ñ íåñâîáîäíûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè. Îöåíêà ñíèçó âûòåêàåò èç àñôåðè÷íîñòè
RK; îöåíêà ñâåðõó ïîëó÷åíà îáîáùåíèåì ìåòîäà, êîòîðûé èñïîëüçîâàë Ëè Öàé äëÿ ïîèñêà ñîîòíîøåíèé
â π1(RK) â ñëó÷àå, êîãäà K � ãðàíèöà ïÿòèóãîëüíèêà ([Ca]).

Êàê èçâåñòíî, ãðóïïà π1(RK) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ êîììóòàíòîì ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû Êîêñ-
òåðà RCK. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé èçîìîðôèçìà π1((EG,G)K) ' Ker

(
(G)K → (G)[m]

)
, óñòàíîâëåííîãî â

[PV1]. Òåìè æå àâòîðàìè ([PV2]) íàéäåí ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ â ýòîé ãðóïïå: åñëè âñå ãðóïïû

êîíå÷íûå, â ýòîì íàáîðå ðîâíî
∑
J⊂[m](nJ − 1)̃b0(KJ) îáðàçóþùèõ, ãäå nJ :=

∏
j∈J(nj − 1) + 1, nj := |Gj |.

Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé êëåòî÷íîé ìîäåëè äëÿ (EG,G)K ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå òåîðåìû 1.1:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü G � íàáîð êîíå÷íûõ ãðóïï, K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, à M � íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ãðóïïà π1((EG,G)K) ìîæåò áûòü çàäàíà

∑
J⊂[m](nJ−1)̃b0(KJ) îáðàçóþùèìè

è M ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà

rank

 ⊕
J⊂[m]

(H1(KJ ;Z))⊕(nJ−1)

 ≤M ≤ rank

(
∗
J⊂[m]

(Π1(KJ))∗(nJ−1)

)
.

Ìû òàêæå ïðèâîäèì àëãîðèòì ïîèñêà äîñòàòî÷íîãî íàáîðà ñîîòíîøåíèé â π1(RK), îñíîâàííûé íà
äîáàâëåíèè âåðøèí ê K ïî îäíîé (ñì. ðàçäåë 4). Àëãîðèòì ñíà÷àëà äà¼ò êîïðåäñòàâëåíèå ñ ïðîñòûìè
ñîîòíîøåíèÿìè, íî áîëåå èñêóñòâåííûìè îáðàçóþùèìè; áîëüøàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òîáû
ïåðåéòè îò íèõ ê ñòàíäàðòíûì. Âòîðàÿ òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü � äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîñëå ñìåíû
îáðàçóþùèõ íàáîð ñîîòíîøåíèé îñòàíåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè
ïðè m > 6, ïîýòîìó àëãîðèòì ïîêà íå óäàëîñü ïðèìåíèòü ê òåì K, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè èç òåîðåìû 1.1
ðàñõîäÿòñÿ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà íàéäåíî (åäèíñòâåííîå) ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòàíäàðòíûìè
îáðàçóþùèìè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà K � ãðàíèöà ïÿòèóãîëüíèêà, è ïðèâîäèòñÿ ñõåìà, ïî êîòîðîé åãî íàäî
âû÷èñëÿòü äëÿ ãðàíèö ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ïîèñêà ñîîòíîøåíèé â π1((EG,G)K), íî äîñòàòî÷íîñòü
íàéäåííûõ ñîîòíîøåíèé ïîêà íå ïðîâåðÿëàñü. Îáîáùåíèå â äàííîé ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ.

Äëÿ àëãåáð Ïîíòðÿãèíà ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ ìû óòî÷íÿåì âû÷èñëåíèå ðÿäà Ïóàíêàðå, ïðîäåëàí-
íîå Ïàíîâûì è Ðýåì [PR], ââîäÿ áîëåå òîíêóþ ãðàäóèðîâêó: ñòåïåíüþ îáðàçóþùåé ui ïîëàãàåì íå 1 ∈ N≥0,
à ei ∈ Nm≥0 � i-òûé áàçèñíûé âåêòîð. Åñëè V =

⊕
α Vα � Nm≥0-ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ââå-

ä¼ì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä Ïóàíêàðå F (V ;λ) :=
∑
α dimVαλ

α îò m ïåðåìåííûõ λ = (λ1, . . . , λm), ãäå
λα :=

∏m
j=1 λ

αj

j , α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm≥0.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé ãðàäóèðîâêå

1

F (H∗(ΩZK;F);λ)
= −

∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)λJ ,

ãäå λJ :=
∏
j∈J λj , χ̃(X) :=

∑
i(−1)i b̃i(X) =

∑
i(−1)i dim H̃i(X;F) = χ(X)− 1.

1



Çíàÿ ðÿä Ïóàíêàðå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A è ñòåïåíè å¼ îáðàçóþùèõ a1, . . . , aN , ìîæíî ïîëó÷èòü èí-
ôîðìàöèþ î ñòåïåíÿõ ñîîòíîøåíèé r1, . . . , rM , çàäàþùèõ A, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãîëîäà-Øàôàðåâè÷à
(ñì. [AD]): 1−

N∑
i=1

λ|ai| +

M∑
j=1

λ|rj |

 · F (A;λ) ≥ 1.

Îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà TorA3 (F,F) = 0. Òàêèå àëãåáðû áóäåì íàçûâàòü
ãëîáàëüíî äâóìåðíûìè, ò.ê. óñëîâèå TorA3 (F,F) = 0 äëÿ F-àëãåáð ðàâíîñèëüíî gl.dimA ≤ 2. Ôëàãîâûé
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñK áóäåì íàçûâàòü ãëîáàëüíî äâóìåðíûì, åñëèH∗(ΩZK;F) ãëîáàëüíî äâóìåðíà.
Ïóñòü G(2) � ìíîæåñòâî âñåõ ãëîáàëüíî äâóìåðíûõ ôëàãîâûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Èçâåñòíî ([An]), ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà, çàäàííàÿ êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûì íàáîðîì ñîîòíîøåíèé (ñì.
îïðåäåëåíèå â ðàçäåëå 6), ãëîáàëüíî äâóìåðíà. Âìåñòå ñ òåîðåìîé 1.3 ýòî äà¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.4. Åñëè K ∈ G(2), òî àëãåáðà H∗(ΩZK;F) ìîæåò áûòü çàäàíà ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùè-
ìè è íàáîðîì ñîîòíîøåíèé, êîòîðûé ñîäåðæèò ïî b0(KJ) − χ(KJ) ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè

∑
j∈J ej äëÿ

êàæäîãî J ⊂ [m], è íå ñîäåðæèò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé.
Íàîáîðîò: åñëè K � ôëàãîâûé êîìïëåêñ, è íàéäåí êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûé íàáîð èç

∑
J⊂[m] b0(KJ)−

χ(KJ) òîæäåñòâ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò H∗(ΩZK;F), èç êîòîðûõ ðîâíî b0(KJ) − χ(KJ) èìåþò ñòå-
ïåíü

∑
j∈J ej , òî H∗(ΩZK;F) çàäà¼òñÿ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, è K ∈ G(2).

H∗(ΩZK;F) � ïîäàëãåáðà â ÿâíî çàäàííîé àëãåáðå H∗(Ω(CP∞)K;F). Ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî K
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ãëîáàëüíî äâóìåðíûì è, åñëè ýòî òàê, íàéòè
âñå ñîîòíîøåíèÿ â H∗(ΩZK;F). Êîìïüþòåðíûé ïåðåáîð ñ ïîìîùüþ ïàêåòà [SL] ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü,
ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ðÿäà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ñ m ≤ 6. Ïî÷òè âñå îíè ãëîáàëüíî äâóìåðíû:
âèäèìî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ìàëûõ m ôëàãîâûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû èìåþò ñëèøêîì
ïðîñòóþ òîïîëîãèþ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññû G(n) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Çàìåòèì, ÷òî çà ñ÷¼ò
êðèòåðèÿ ñâîáîäíîñòè àëãåáðû H∗(ΩZK;F) èç [GPTW] âåðíî

G(1) = {K : Tor
H∗(ΩZK;F)
2 (F,F) = 0} = {K : H∗(ΩZK;F) ñâîáîäíà} =

= {õîðäîâûå K} = {K : H̃1(KJ ;F) = 0, ∀J ⊂ [m]}.

Êðîìå òîãî, ãðàíèöà îêòàýäðà � ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà K ôëàãîâûé è èìååò íåòðèâèàëüíûå âòîðûå
ãîìîëîãèè (è îíà æå � ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà K /∈ G(2)). Òî åñòü ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êëàññû

G(n) è {K : H̃n(KJ ;F) = 0, ∀J ⊂ [m]} êàêèì-òî îáðàçîì ñâÿçàíû. Òåì íå ìåíåå, ïîêà ÷òî äàæå ïðî êëàññ
G(2) íèêàêèõ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ íå ïîëó÷åíî.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 îïèñûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûå êîíñòðóêöèè èç òîðè÷å-
ñêîé òîïîëîãèè è èçëàãàþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Òàì æå ôèêñèðóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðÿäîâ Ïóàí-
êàðå è ìóëüòèãðàäóèðîâîê (ïóíêò 2.5).

Ðàçäåë 3 ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1. Îöåíêà ñíèçó è îöåíêà ñâåðõó äîêàçûâàþòñÿ íåçàâè-
ñèìî â ïóíêòàõ 3.1 è 3.2 ñîîòâåòñòâåííî.

Àëãîðèòì ïîèñêà ñîîòíîøåíèé â π1(RK) îïèñûâàåòñÿ â ðàçäåëå 4. Ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå
îáîçíà÷åíèÿ (4.1), ïîòîì îïèñûâàåòñÿ ñàì àëãîðèòì (4.2) è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ (4.3).
Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè: ñíà÷àëà ïîëó÷åíî çàäàíèå ãðóïïû íåñòàíäàðòíûìè îáðà-
çóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè (4.4), à ïîòîì ïðîâåðÿåòñÿ êîððåêòíîñòü çàìåíû îáðàçóþùèõ íà ñòàíäàðòíûå
(4.6). Â ïóíêò 4.5 âûíåñåíî îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîòîðûõ ñâî-
äèòñÿ àëãîðèòì.

Â ðàçäåëå 5 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1.2. Ýòî ïðÿìîå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 3.
Â ðàçäåëå 6 èññëåäóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ â H∗(ΩZK;F). Ñíà÷àëà ïðèâîäÿòñÿ îáùèå ñâåäåíèÿ î êîìáèíà-

òîðíî ñâîáîäíûõ ìíîæåñòâàõ è ãëîáàëüíî äâóìåðíûõ àëãåáðàõ (ïóíêò 6.1). Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà
1.3 è èç íå¼ âûâîäèòñÿ òåîðåìà 1.4 (ïóíêòû 6.2 è 6.3). Â ïóíêòå 6.4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ðàçäåëû 3, 4, 6 ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû; ðàçäåë 5 îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.
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2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Áîëüøàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà âçÿòà èç [BP]; ñì. òàêæå ñòàòüè [PRV, PV1,
PV2, GIPS].

2.1 Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí V � ýòî íàáîð ïîäìíîæåñòâ
I ⊂ V, íàçûâàåìûé ãðàíÿìè êîìïëåêñà, óäîâëåòâîðÿþùèé äâóì ñâîéñòâàì:

� ∅ ∈ K;

3



� Åñëè I ∈ K è J ⊂ I, òî J ∈ K.

Îáû÷íî V = [m] = {1, . . . ,m}.
Åñëè i ∈ [m], íî {i} /∈ K, òî i íàçûâàþò ïðèçðà÷íîé âåðøèíîé. Ïî óìîë÷àíèþ, ðàññìàòðèâàåìûå

ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íå èìåþò ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, òî åñòü {i} ∈ K ,∀i ∈ [m].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó J ⊂ [m] ñîîòâåòñòâóåò ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà K :

KJ := {I ∈ K : I ⊂ J}.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Åãî ñòàíäàðòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ
|K| � ýòî îáúåäèíåíèå ãðàíåé ñòàíäàðòíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñèìïëåêñà ∆m−1 = conv{e1, . . . , em} ⊂ Rm,
ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñòðàêòíûì ñèìïëåêñàì I ∈ K (ñèìïëåêñó I ∈ K ñîîòâåòñòâóåò ãðàíü conv{ei : i ∈ I}).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íåäîñòàþùàÿ ãðàíü ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî J ⊂
[m], J /∈ K, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî J ïðèíàäëåæèò K. Êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, åñëè âñå
åãî íåäîñòàþùèå ãðàíè îäíîìåðíû.

ßñíî, ÷òî ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì îñòîâîì; ëþáîé ïîëíûé
ïîäêîìïëåêñ ôëàãîâîãî êîìïëåêñà � ôëàãîâûé.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K õîðäîâûé, åñëè ëþáîé ïðîñòîé öèêë äëèíû q > 3 â åãî
1-îñòîâå èìååò õîðäó (ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå íåñîñåäíèå âåðøèíû öèêëà). Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå: K
íå èìååò ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ, èçîìîðôíûõ ãðàíèöå q-óãîëüíèêà, ∀q > 3.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü i � âåðøèíà K. Å¼ çâåçäîé íàçûâàþò ñèìïëèöèàëüíûé ïîäêîìïëåêñ

stK(i) := {I ∈ K : I ∪ {i} ∈ K}.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K � ýòî ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ K′ íà ìíîæåñòâå K \ {∅}, îïðåäåë¼ííûé êàê

K′ = {{I1, . . . , Ir} : Ij ∈ K; I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir; I1 6= ∅}.

Ñèìïëåêñû ìíîæåñòâà K′ áóäåì çàïèñûâàòü êàê (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir); åãî âåðøèíû (I) = {I} áóäåì íàçûâàòü
áàðèöåíòðàìè ñèìïëåêñîâ I ∈ K (ýòî ìîòèâèðîâàíî åñòåñòâåííûì êóñî÷íî-ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì
|K′| → |K|, ïåðåâîäÿùèì âåðøèíû â áàðèöåíòðû).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m]. Ïîëèýäðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî:

(X,A)K =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
i/∈I

Ai

)
⊂

m∏
i=1

Xi.

Åñëè X1 = · · · = Xm = X, A1 = · · · = Am = A, òî ïèøóò (X,A)K := (X,A)K. Åñëè A1 = · · · = Am = pt,
ïèøóò (X)K := (X,pt)K.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ è âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ:

ZK := (D2, S1)K; RK := (D1, S0)K.

Ïðåäëîæåíèå 2.10 ([BP]). Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ è J ⊂ [m], òî (X,A)KJ

� ðåòðàêò ïðîñòðàíñòâà (X,A)K.

Êàê ñëåäñòâèå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà (X,A)KJ êàíîíè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â π1((X,A)K),
÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî òà èëè èíàÿ îáðàçóþùàÿ (èëè ñîîòíîøåíèå, èëè ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà)
�îòíîñèòñÿ ê ïîëíîìó ïîäêîìïëåêñó KJ , J ⊂ [m]�.

Äëÿ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ ãðóïïû ãîìîëîãèé ïîëíîñòüþ èçâåñòíû:

Ïðåäëîæåíèå 2.11 (�ôîðìóëà Õîõñòåðà�; ñì. [BP, òåîðåìà 4.5.8]).

Hk(ZK) '
⊕
J⊂[m]

H̃k−|J|−1(KJ); Hk(RK) '
⊕
J⊂[m]

H̃k−1(KJ).
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2.2 Ãðóïïû, ñâÿçàííûå ñ ïîëèýäðàëüíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü G = (G1, . . . , Gm) � íàáîð àáñòðàêòíûõ ãðóïï, K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
íà m âåðøèíàõ. Ãðàô-ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï íàçûâàåòñÿ ãðóïïà

(G)K :=
m∗
i=1

Gi/ (gigj = gjgi, gi ∈ Gi, gj ∈ Gj , {i, j} ∈ K) .

ßñíî, ÷òî ãðàô-ïðîèçâåäåíèå çàâèñèò òîëüêî îò 1-îñòîâà K.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Âçÿâ â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèèGi = Z2, ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó Êîêñòåðà

RCK := 〈g1, . . . , gm | g2
i = id, i = 1 . . .m; gigj = gjgi, {i, j} ∈ K〉.

Ïðåäëîæåíèå 2.14 ([PRV, PV1]). Ïóñòü G1, . . . , Gm � òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû, K � ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ. Òîãäà åñòü êàíîíè÷åñêîå ãîìîòîïè÷åñêîå ðàññëîåíèå

(EG,G)K → (BG)K →
m∏
i=1

BGi.

Ñëåäñòâèå 2.15 ([PV1]). Ïóñòü G1, . . . , Gm � äèñêðåòíûå ãðóïïû. Òîãäà

1. π1((BG)K) ' (G)K;

2. πk((BG)K) ' πk((EG,G)K), k ≥ 2;

3. (EG,G)K è (BG)K àñôåðè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K ôëàãîâûé;

4. Èìååì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï

1→ π1((EG,G)K)→ (G)K
π−→

m∏
i=1

Gi → 0.

Åñëè âñå Gi àáåëåâû, òî â ïîñëåäíåé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π � ýòî àáåëèàíèçàöèÿ. Ïîýòîìó â
ýòèõ ñëó÷àÿõ

π1((EG,G)K) ' ((G)K)′.

Òåì ñàìûì ñ ïîìîùüþ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé ìîæíî èçó÷àòü êîììóòàíòû ãðàô-ïðîèçâåäåíèé àáå-
ëåâûõ ãðóïï, èëè, â îáùåì ñëó÷àå, äåêàðòîâû ïîäãðóïïû Ker((G)K →

∏m
i=1Gi).

Ðàññìîòðåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Gi = Z2 äà¼ò

Ñëåäñòâèå 2.16. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

1. π1((RP∞)K) ' RCK;

2. RK è (RP∞)K àñôåðè÷íû;

3. π1(RK) ' RC′K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî BZ2 = RP∞, à ïàðà (D1, S0) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà
ïàðå (S∞, S0) = (EZ2,Z2).

2.3 Àëãåáðû, ñâÿçàííûå ñ ïîëèýäðàëüíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ãðàäóèðîâàííîé ñóïåðàëãåáðîé Ëè áóäåì íàçûâàòü ãðàäóèðîâàííóþ àáåëåâó ãðóïïó
ñ ãðàäóèðîâàííî-àíòèêîììóòàòèâíîé áèëèíåéíîé ñêîáêîé, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè:

[y, x] = −(−1)|x||y|[x, y]; (−1)|x||z|[x, [y, z]] + (−1)|x||y|[y, [z, x]] + (−1)|y||z|[z, [x, y]] = 0.

Íàïðèìåð, åñëè X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî π∗(ΩX)⊗Q � ãðàäóèðîâàííàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè
(âìåñòå ñ ïðîèçâåäåíèåì Ñàìåëüñîíà, ò.å. ñî ñìåù¼ííûì ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà).

Ñâîáîäíàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè îáîçíà÷àåòñÿ êàê FSL(u1, . . . , um); ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà (ò.å.
òåíçîðíàÿ àëãåáðà) � êàê T (u1, . . . , um). Òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîììóòàòèâíóþ ñóïåðàëãåáðó Ëè (ñ
íóëåâîé ñêîáêîé) CL(u1, . . . , um).
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Îïðåäåëåíèå 2.18. Íàä ëþáûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàô-ïðîèçâåäåíèå ñóïåðàëãåáð
Ëè:

SLK := FSL(u1, . . . , um)/ ([ui, ui] = 0, i = 1 . . .m; [ui, uj ] = 0, {i, j} ∈ K) , |ui| = 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.19 ([BP, ïðåäëîæåíèå 8.4.1]). Äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé k åñòü
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàäóèðîâàííûõ ñóïåðàëãåáð Ëè

0→ π∗(ΩZK)⊗Q→ π∗(Ω(CP∞)K)⊗Q→ CL(u1, . . . , um)→ 0

è àëãåáð Ïîíòðÿãèíà

0→ H∗(ΩZK; k)→ H∗(Ω(CP∞)K; k)→ Λk[u1, . . . , um]→ 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.20 ([PR]). Åñëè K ôëàãîâûé, òî π∗(Ω(CP∞)K)⊗Q ' SLK.

Çà ñ÷¼ò òåîðåìû Ìèëíîðà-Ìóðà èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.21. Åñëè K ôëàãîâûé, F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî

H∗(Ω(CP∞)K;F) ' T (u1, . . . , um)/
(
u2
i = 0, i = 1 . . .m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K

)
.

2.4 Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ (ôëàãîâûé ñëó÷àé)

Ïðåäëîæåíèå 2.22 ([PV2, òåîðåìà 5.2]). Ïóñòü K ôëàãîâûé. Òîãäà π1((EG,G)K) = Ker((G)K →
∏m
i=1Gi)

èìååò ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

(gk1 , (gk2 , . . . , (gkl−2
, (gj , gi)) . . . )),

ãäå gk ∈ Gk \ {id}, k1 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i, ∀s; i � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ïîäêîìïëåêñà K{k1,...,kl−2,j,i}, íå ñîäåðæàùåé j.

×àñòíûé ñëó÷àé:

Ïðåäëîæåíèå 2.23 ([PV1, òåîðåìà 4.5]). Ïóñòü K ôëàãîâûé. Òîãäà π1(RK) = RC′K èìååò ìèíèìàëüíûé
íàáîð îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

(gk1 , (gk2 , . . . , (gkl−2
, (gj , gi)) . . . )),

ãäå gk � k-àÿ îáðàçóþùàÿ RCK, k1 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i, ∀s; i � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â íåêîòîðîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîäêîìïëåêñà K{k1,...,kl−2,j,i}, íå ñîäåðæàùåé j.

Ïðåäëîæåíèå 2.24 ([PV1]). Ïóñòü K ôëàãîâûé. Ãðóïïà π1((EG,G)K) = Ker((G)K →
∏m
i=1Gi) ñâîáîäíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K õîðäîâûé.

Ïðåäëîæåíèå 2.25 ([GPTW]). Ïóñòü K ôëàãîâûé, F � ïîëå. Òîãäà H∗(ΩZK;F) èìååò ìèíèìàëüíûé
íàáîð ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

[uk1 , [uk2 , . . . , [ukl−2
, [uj , ui]] . . . ]],

ãäå k1 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i, ∀s; i � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ïîäêîìïëåêñà K{k1,...,kl−2,j,i}, íå ñîäåðæàùåé j.

Ïðåäëîæåíèå 2.26 ([GPTW]). Ïóñòü K ôëàãîâûé, F � ïîëå. H∗(ΩZK;F) ñâîáîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà K õîðäîâûé.

2.5 Ìóëüòèãðàäóèðîâêà; ðÿäû Ïóàíêàðå

Îïðåäåëåíèå 2.27. ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ÷èñëà Áåòòè è ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

bi(X) := dimHi(X), χ(X) :=
∑
i

(−1)ibi(X).
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Îïðåäåëèì òàêæå ïðèâåä¼ííûå ÷èñëà Áåòòè è ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó:

b̃i(X) := dim H̃i(X), χ̃(X) :=
∑
i

(−1)i b̃i(X).

Î÷åâèäíî, b̃i(X) = bi(X) ïðè i 6= {0,−1}; åñëè X 6= ∅, òî

b̃0(X) = b0(X)− 1, b̃−1(X) = b−1(X) = 0.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé X = ∅ : èìååì

b̃0(∅) = b0(∅) = 0, b̃−1(∅) = 1, b−1(∅) = 0.

Â ëþáîì ñëó÷àå χ̃(X) = χ(X)− 1.

Ïîä ìóëüòèãðàäóèðîâêîé âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ãðàäóèðîâêó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ýëåìåíòàìè ïî-
ëóãðóïïû Nm≥0. Áàçèñíûå âåêòîðû îáîçíà÷èì êàê e1, . . . , em; ñòåïåíü îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà a � êàê |a|.
Åñëè J ⊂ [m], âìåñòî ñòåïåíè

∑
j∈J ej ∈ Nm≥0 áóäåì ïèñàòü ïðîñòî �ñòåïåíü J�. ×àñòî, õîòÿ è íå âñåãäà,

àëãåáðà áóäåò ïîðîæäåíà m îáðàçóþùèìè, è i-àÿ îáðàçóþùàÿ èìååò ñòåïåíü ei.

Îïðåäåëåíèå 2.28. Ïóñòü V � ìóëüòèãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ðÿäîì Ïóàíêàðå
áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò m ïåðåìåííûõ λ = (λ1, . . . , λm)

F (V ;λ) :=
∑
α∈Nm

≥0

dim(Vα) · λα, λα :=

m∏
i=1

λαi
i .

Àíàëîãè÷íî ñîãëàøåíèþ âûøå, åñëè J ⊂ [m], âìåñòî λ
∑

j∈J ej =
∏
j∈J λj áóäåì ïèñàòü ïðîñòî λJ .

Ñëåäóþùåå ïî÷òè î÷åâèäíîå ïðåäëîæåíèå íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëå 6.3.

Ïðåäëîæåíèå 2.29. Ðÿä Ïóàíêàðå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. F (V1 ⊕ V2;λ) = F (V1;λ) + F (V2;λ);

2. F (V1 ⊗ V2;λ) = F (V1;λ) · F (V2;λ);

3. Åñëè 0→ A1 → A2 → A3 → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáð Õîïôà, òî

F (A2;λ) = F (A1;λ) · F (A3;λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, åñëè {vi}i∈I � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V, òî F (V ;λ) =
∑
i∈I λ

|vi|.

1. Áàçèñ ïðÿìîé ñóììû � ýòî îáúåäèíåíèå áàçèñîâ.

2. Áàçèñ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïîïàðíûå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

3. Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ðàñøèðåíèå îäíîé àëãåáðû Õîïôà ñ ïîìîùüþ äðóãîé � ýòî òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå.

3 Îöåíêè êîëè÷åñòâà ñîîòíîøåíèé â π1(RK)

Â ýòîì ðàçäåëå âñå ãîìîëîãèè � ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü G � êîíå÷íîïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà. Å¼ ðàíã � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N, òàêîå ÷òî G ïîðîæäàåòñÿ N ýëåìåíòàìè. Îáîçíà÷åíèå: rankG = N.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ðàíã îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. (òåîðåìà Ãðóøêî) rank∗iGi =
∑
i rankGi;

2. rankG ≥ rankGab;

3. rankZm = m.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. [LS, òåîðåìà 1.8].
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2. Î÷åâèäíî, ðàíã îáðàçà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà ñàìîé ãðóïïû (îáðàçû îáðàçóþùèõ ÿâëÿþòñÿ
îáðàçóþùèìè îáðàçà). Àáåëèàíèçàöèÿ ñþðúåêòèâíà ïî îïðåäåëåíèþ.

3. Åñëè Zm ïîðîæäàåòñÿ n < m ýëåìåíòàìè, òî e1, . . . , em � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ.
Ìåæäó íèìè â òàêîì ñëó÷àå åñòü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî äà¼ò ïðî-
òèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 3.3 ([PV1]). Ðàññìîòðèì G = π1(RK). Íàéäÿ íàáîð èç N(K) =
∑
J⊂[m] b̃0(KJ) îáðàçóþùèõ,

Ïàíîâ è Âåð¼âêèí äîêàçàëè, ÷òî rankπ1(RK) ≤ N(K).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gab = H1(RK); ïî ôîðìóëå Õîõñòåðà, H1(RK) =
⊕

J⊂[m] H̃0(KJ). Òàê êàê H̃0(KJ) �

ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû,H1(RK) � òîæå ñâîáîäíàÿ àáåëåâà, è å¼ ðàíã � ñóììà ðàíãîâ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.
Òî åñòü

N(K) ≥ rankπ1(RK) ≥ rankH1(RK) = N(K).

Ïîýòîìó rankπ1(RK) = N(K); â ÷àñòíîñòè, íàéäåííûé íàáîð îáðàçóþùèõ ìèíèìàëüíûé.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, {Xα} � åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Îáîçíà-
÷èì Π1(X) := ∗α π1(Xα).

Çàìå÷àíèå 3.5. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óäîáíî çàïèñûâàåòñÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå, êîòîðóþ îáû÷íî ôîðìó-
ëèðóþò òîëüêî äëÿ ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ: (Π1(X))ab = H1(X). Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Π1(X) = π1(
∨
αXα) (ïî òåîðåìå Âàí Êàìïåíà);

2. rank Π1(X) =
∑
α rankπ1(Xα) (ïî òåîðåìå Ãðóøêî).

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1.1:

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, à M � íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå ÷òî
π1(RK) ìîæåò áûòü çàäàíà N(K) îáðàçóþùèìè è M ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà

rank

 ⊕
J⊂[m]

H1(KJ)

 ≤M ≤ rank

(
∗
J⊂[m]

Π1(KJ)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Õîõñòåðà è òåîðåìó Ãðóøêî, ïåðåïèøåì äîêàçûâàåìîå â âèäå

rankH2(RK) ≤M ≤
∑
J⊂[m]

rank Π1(KJ).

Äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ âûíåñåíû â ïîäïóíêòû 3.1 è 3.2 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.7.
⊕
H1(KJ) � ýòî àáåëèàíèçàöèÿ ãðóïïû ∗Π1(KJ), òàê ÷òî ðàñõîæäåíèå ìåæäó îöåíêàìè

íà÷èíàåòñÿ, êîãäà íåðàâåíñòâî rankGab ≤ rankG ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì. Íî ðàíãè ìîãóò íå ñîâïàñòü, äàæå
åñëè âñå Π1(KJ) àáåëåâû:

1 = rankZ6 = rank(Z2 ⊕ Z3) < rank(Z2 ∗ Z3) = 2.

Ýòîò æå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî rankA⊕B ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì rankA+ rankB.

3.1 Îöåíêà ñíèçó

Âî ôëàãîâîì ñëó÷àå RK àñôåðè÷íî, òî åñòü RK = K(π1(RK), 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðûå ãîìîëîãèè RK �
ýòî âòîðûå ãîìîëîãèè ãðóïïû π1(RK) (ñ êîýôôèöèåíòàìè â òðèâèàëüíîì π1(RK)-ìîäóëå Z).

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî M ≥ rankH2(RK) � ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 3.8. Ïóñòü ãðóïïà G çàäàíà N îáðàçóþùèìè èM ñîîòíîøåíèÿìè: G = 〈Γ1, . . . ,ΓN | R1, . . . , RM 〉.
Òîãäà M −N ≥ rankH2(G;Z)− rankH1(G;Z).

Õîòÿ èçâåñòíî àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà (ñì. [Ep, ëåììà 1.2]), äàäèì òîïîëîãè÷åñêîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.8. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî Ýéëåíáåðãà-
Ìàêëåéíà K = K(G, 1) ïî ñòàíäàðòíîé èíäóêòèâíîé ïðîöåäóðå, ïðèêëåèâàÿ êëåòêè ê áóêåòó N îêðóæ-
íîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [FF, �1.11, òåîðåìà 7]). Èìååì

K =

N∨
i=1

S1
i ∪

M⋃
j=1

e2
j ∪
⋃
α

e>2
α ,

ãäå ãðàíèöû äâóìåðíûõ êëåòîê ïðèêëåèâàþòñÿ ïî îòîáðàæåíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîâàì R1, . . . , RM ∈
F (N) = π1(

∨N
i=1 S

1
i ). Çàïèøåì êëåòî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà:

0← Z 0←− ZN ∂2←− ZM ∂3←− . . .

Îáîçíà÷èì A = Im ∂2 ⊂ ZN ; ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà íåêîòîðîãî ðàíãà k < N. Òîãäà H1(K;Z) '
ZN/A ' ZN−k ⊕ T1, ãäå T1 êîíå÷íàÿ. Ïîýòîìó rankH1(K;Z) ≥ N − k.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A = ZM/Ker ∂2, ãäå Ker ∂2 ⊂ ZM � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà; ïîýòîìó Ker ∂2 '
ZM−k. Íàêîíåö, H2(K;Z) = Ker ∂2/ Im ∂3, ïîýòîìó rankH2(K;Z) ≤ rank Ker ∂2 = M − k.

Èòàê,
rankH2(G;Z)− rankH1(G;Z) ≤ (M − k)− (N − k) = M −N.

Çàìå÷àíèå 3.9. Â äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçîâàëàñü ìèíèìàëüíîñòü N, ò.å. ðàâåíñòâî N = rankH1(K),
êîòîðîå âåðíî äëÿ RK. Èç íåãî ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ∂2 = 0, ò.å. ÷òî H2(RK) � ýòî ôàêòîðãðóïïà ZM .
Â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíûå êëåòêè ïðèêëåèâàþòñÿ ïî ãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíûì îòîáðàæåíèÿì, ò.å. âñå
ñîîòíîøåíèÿ R1, . . . , RM ëåæàò â êîììóòàíòå ãðóïïû π1(RK).

Ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàë, ìîæíî áûëî áû óòî÷íèòü îöåíêó äî M ≥ rankH2(RK) +
rankπ2(sk2K); íî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ó íàñ ïîêà íåò íèêàêèõ îöåíîê, êðîìå òðèâèàëüíîé �≥ 0�.

Çàìå÷àíèå 3.10. Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî Hi(G;F) = Tor
Z[G]
i (Z,F) ' Tor

F[G]
i (F,F). Ðàçìåð-

íîñòü ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü (êàê F[G]-ìîäóëÿ) i-ãî ýëåìåíòà ìèíè-
ìàëüíîé ðåçîëüâåíòû F[G]-ìîäóëÿ F. Â îòëè÷èå îò ãðàäóèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, ðàçìåðíîñòè íå îáÿçàòåëüíî
ðàâíû: íàïðèìåð, H1(Z2;F) = H1(RP∞;F) = 0, íî ìèíèìàëüíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ F[Z2] ' F[x]/(x2 − 1)
íåòðèâèàëüíà. Ïîýòîìó àëãåáðà F[π1(RK)] äîëæíà çàäàâàòüñÿ õîòÿ áû dimH2(π1(RK);F) = b2(RK) =∑
J⊂[m] b1(KJ) ñîîòíîøåíèÿìè.

ßñíî, ÷òî b2(RK) ñòðîãî ìåíüøå rankH2(RK;Z), åñëè ó K åñòü ïîëíûå ïîäêîìïëåêñû ñ êðó÷åíèåì
â ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ. Âîçìîæíî, äëÿ òàêèõ K ïîñëå ïåðåõîäà îò π1(RK) ê å¼ ãðóïïîâîé àëãåáðå íàáîð
ñîîòíîøåíèé ìîæíî óìåíüøèòü. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè êîìïëåêñû äîëæíû èìåþò ìíîãî âåðøèí (íàïðèìåð,
ìèíèìàëüíàÿ ôëàãîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ RP2 èìååò 11 âåðøèí [BOWWZZ]), è èçâåñòíûìè ìåòîäàìè íå
óäà¼òñÿ ÿâíî îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ìèíèìàëüíûõ ñîîòíîøåíèé çà ðàçóìíîå âðåìÿ.

3.2 Îöåíêà ñâåðõó

Ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ, êîòîðóþ èñïîëüçîâàë Ëè Öàé [Ca] äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî çàäàíèÿ ãðóïïû RC′K
îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.Îíà îñíîâàíà íà âòîðîì îïðåäåëåíèè RK, êîòîðîå áëèæå ê îðèãèíàëü-
íîé êîíñòðóêöèè Äýâèñà-ßíóøêåâè÷à. Â ýòîé êîíñòðóêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçà-
öèÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà cone(K), âëîæåííîé â m-ìåðíûé êóá [0, 1]m êàê êóáè÷åñêèé ïîäêîì-
ïëåêñ cc(K). Îòðàæàÿ cc(K) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ïîëó÷èì 2m åãî êîïèé. Èõ
îáúåäèíåíèå � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî êóáà [−1, 1]m, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ RK ïðè îòîæäåñòâëåíèè
(D1, S0) ' ([−1, 1], {−1, 1}).

Îïðåäåëåíèå 3.11 ([BP, �2.9]). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, K′ � åãî áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàç-
áèåíèå; cone(K′) � êîíóñ íàä ýòèì ïîäðàçáèåíèåì; | cone(K′)| � åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Îïðåäåëèì
êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå | cone(K′)| → [0, 1]m, çàäàâ åãî çíà÷åíèÿ íà âåðøèíàõ: âåðøèíà êîíóñà ïå-
ðåõîäèò â

∑m
j=1 ej , à áàðèöåíòð ñèìïëåêñà I ∈ K � â òî÷êó

∑
j∈[m]\I ej . Îáîçíà÷èì êàê cc(K) îáðàç ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ.

Ëåììà 3.12. Îáúåäèíåíèå ãèïåðïëîñêîñòåé
⋃
j∈J{xj = 0} ïåðåñåêàåò cc(K) ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ãîìåî-

ìîðôíîìó
⋃
j∈J |stK′(j)| ⊂ |K′| è ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó |KJ |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè îïèñàííîì êóñî÷íî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè íà ãèïåðïëîñêîñòü {xj = 0} ïîïàäàþò
áàðèöåíòðû òåõ è òîëüêî òåõ I ∈ K, äëÿ êîòîðûõ j ∈ I. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îáðàçû âåðøèí | cone(K′)|
ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ëèáî íà íåé; ïîýòîìó, åñëè âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñèìïëåêñà
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ïîïàëà íà ãèïåðïëîñêîñòü, òî âåñü ñèìïëåêñ åé ïðèíàäëåæèò. Òàê êàê âåðøèíà êîíóñà íå ëåæèò íà ãèïåð-
ïëîñêîñòè, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî îáðàçû ñèìïëåêñîâ èç K′. Ïî îïðåäåëåíèþ áàðèöåíòðè÷åñêîãî
ïîäðàçäåëåíèÿ, ýòè ñèìïëåêñû ñîîòâåòñòâóþò öåïÿì â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ãðàíåé K.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ñèìïëåêñ (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈ K′ ïîïàë íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü, òî j ∈ I0 (ïî îïðåäåëå-
íèþ, ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ({j} ⊂ I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈ K′, ò.å. ÷òî (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈ stK′(j)).

Äåéñòâèòåëüíî: åñëè îí ïîïàë íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü, òî âñå åãî âåðøèíû ïîïàëè; âåðøèíû òàêîãî
ñèìïëåêñà � ýòî áàðèöåíòðû ãðàíåé I0, . . . , Ir ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K. Çíà÷èò, j ∈ I0, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü. Íàîáîðîò: åñëè j ∈ I0, òî ñèìïëåêñ ïîïàä¼ò íà ãèïåðïëîñêîñòü, ò.ê. âñå åãî âåðøèíû ëåæàò â
íåé. Çíà÷èò, cc(K) ∩ {xj = 0} � ýòî îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ñèìïëåêñîâ, ïðèíàäëåæàâøèõ stK′(j). Òàê êàê
ïîñòðîåííîå êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî è íåïðåðûâíî (èíúåêòèâíîñòü äîêàçàíà â [BP]),
à | cone(K′)| êîìïàêòíî, ýòî ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç. Äîêàçàíî.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî
⋃
j∈J |stK′(j)| ' |KJ |. Ïîñòðîèì ñòðîãóþ äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ íåêîòîðîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊂ |K′| íà |KJ |. Çàäàäèì å¼ òàê: áàðèöåíòð ñèìïëåêñà I ∈ K, I∩J 6= ∅, áóäåì äâèãàòü ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ýòîìó ñèìïëåêñó ê áàðèöåíòðó ñèìïëåêñà I ∩J ∈ K; íà êàæäûé ãåîìåòðè÷åñêèé
ñèìïëåêñ |(I0 ⊂ · · · ⊂ Ik)| èç |K′|, âåðøèíû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò Ii∩J 6= ∅, ïðîäîëæèì ýòó ãîìîòîïèþ
êóñî÷íî-ëèíåéíî (äëÿ ýòèõ ñèìïëåêñîâ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà íèõ ãîìîòîïèÿ îïðåäåëåíà). Òî åñòü

U =
⋃
{|(I0 ⊂ · · · ⊂ Ik)| ⊂ |K′| : I0 ∩ J 6= ∅}.

Âåðøèíû ãåîìåòðè÷åñêîãî ñèìïëåêñà |I0 ⊂ · · · ⊂ Ik| ëåæàò â |Ik|. Ïðè ãîìîòîïèè îíè áóäóò äâèãàòüñÿ
ïî ýòîìó ñèìïëåêñó â êàêèå-òî âåðøèíû òîãî æå ñèìïëåêñà; ñèìïëåêñ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó
îáëàñòü çíà÷åíèÿ ãîìîòîïèè íå ïðåâîñõîäèò ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ãîìîòîïèÿ îïðåäåëåíà, è ñîäåðæèòñÿ
â |K′|.

Çàìåòèì, ÷òî |KJ | ⊂ U (åñëè I ⊂ J, òî I∩J = I 6= ∅), è ãîìîòîïèÿ íåïîäâèæíà íà |KJ |. Ïðè ýòîì îáðàç
êàæäîãî áàðèöåíòðà, ëåæàùåãî â U, � áàðèöåíòð íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà â KJ , ò.ê. ýòî áàðèöåíòð ñèìïëåêñà
|I ∩ J |. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî U ñîâïàäàåò ñ

⋃
j∈J |stK′(j)|. Ïóñòü I0 ⊂ · · · ⊂ Ir � öåïü àáñòðàêòíûõ

ñèìïëåêñîâ â K (ò.å. àáñòðàêòíûé ñèìïëåêñ â K′), è I0 ∩ J 6= ∅. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â ýòó öåïü
ìîæíî äîáàâèòü {j} äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j ∈ I0 ∩ J (âîçìîæíî, {j} = I0), è ïîëó÷èòü ñèìïëåêñ èç K′. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî çíà÷èò, ÷òî (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir ∈ stK′(j).

Íàîáîðîò: åñëè (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈ stK′(j) äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ J, òî ëèáî {j} 6= I0 è ({j} ⊂ I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈
K′, ëèáî {j} = I0 è (I0 ⊂ · · · ⊂ Ir) ∈ K′. Ëþáîå èç ýòîãî îçíà÷àåò, ÷òî ñèìïëåêñû I0, . . . , Ir ñîäåðæàò j, è
ïîýòîìó |(I0 ⊂ · · · ⊂ Ir)| ⊂ U.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ãîìîòîïèþ ìåæäó òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
⋃
j∈J |stK′(j)| →

⋃
j∈J |stK′(j)|

è íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì
⋃
j∈J |stK′(j)| → |KJ |, ïîñòîÿííóþ íà |KJ |. Ýòî äîêàçûâàåò ãîìîòîïè÷åñêóþ

ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.13 ([BP, êîíñòðóêöèÿ 4.1.5]). Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åí ñ ïîìîùüþ äåêàðòîâà êâàäðàòà

RK

��

� � // [−1, 1]m

ρ

��
cc(K) �

� // [0, 1]m,

ãäå ρ(u1, . . . , um) := (u2
1, . . . , u

2
m).

Ýòî ïðåäëîæåíèå êàê ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî RK ïîëó÷àåòñÿ èç cc(K) îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Áóäåì èíäåêñèðîâàòü êîïèè cc(K) ïîäìíîæåñòâàìè J ⊂ [m].

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà M ≤
∑
J⊂[m] rank Π1(KJ) èç òåîðåìû 1.1. Ðàññóæäåíèÿ âûøå ïîêàçûâàþò,

÷òî RK ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà÷èíàÿ ñî ñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà cc(K), ñîîòâåòñòâó-
þùåãî J = ∅, äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî J ⊂ [m] ìû ïðèêëåèâàåì ê òåêóùåìó ïðîñòðàíñòâó åù¼ îäíó êîïèþ
cc(K). Ïîäìíîæåñòâà J ⊂ [m] áóäåì ïåðåáèðàòü â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû J1 øëî ðàíüøå, ÷åì J2, åñëè
J1 ⊂ J2. Òîãäà â ìîìåíò ïðèêëåèâàíèÿ J-îé êîïèè óæå ïðèêëååíû êîïèè J \ {j}, ∀j ∈ J. Êîïèÿ íîìåð
J \ {j} ïðèìûêàåò ê J-îé ïî ãèïåðïëîñêîñòè {xj = 0}; òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 3.11, J-àÿ êîïèÿ ïðèêëå-
èâàåòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó KJ . Íà êàæäîì øàãå ïðîñòðàíñòâî îñòà¼òñÿ
ñâÿçíûì.

Â ëåììå íèæå äîêàçàíî, ÷òî J-îìó ïðèêëåèâàíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü äîáàâëåíèå b̃0(KJ) îáðàçóþùèõ è

rank Π1(KJ) ñîîòíîøåíèé. Â èòîãå π1(RK) áóäåò çàäàíà
∑
J⊂[m] b̃0(KJ) îáðàçóþùèìè è

∑
J⊂[m] rank Π1(KJ)

ñîîòíîøåíèÿìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ëåììà 3.14. Ïóñòü (X,A) è (B,A) � êëåòî÷íûå ïàðû, ïðè÷¼ì X ñâÿçíî, à B îäíîñâÿçíî; îáîçíà÷èì
Y = X ∪A B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π1(X) ìîæíî çàäàòü N0 îáðàçóþùèìè è M0 ñîîòíîøåíèÿìè. Òîãäà

π1(Y ) ìîæíî çàäàòü N0 + b̃0(A) îáðàçóþùèìè è M0 + rank Π1(A) ñîîòíîøåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. 1. Ïóñòü {Aα} � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè A; ïðîèçâîëüíî âûáåðåì �îòìå-
÷åííóþ êîìïîíåíòó� Aα0 . Âûáåðåì ïî âåðøèíå aα ∈ Aα äëÿ âñåõ α. Âûáåðåì ïî ïóòè èç aα0 â aα
äëÿ âñåõ α 6= α0; ïî òåîðåìå î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ýòè ïóòè ìîæíî âûáðàòü â 1-îñòîâå B.
Ïðèêëåèì ê B ïî îäíîìåðíîé êëåòêå ñ êîíöàìè aα0

è aα, è ïî äâóìåðíîé êëåòêå. Âåðõíþþ ïîëó-
îêðóæíîñòü ãðàíèöû äâóìåðíîé êëåòêè îòîáðàçèì íà ïóòü èç aα0

â aα, à íèæíþþ � íà ïðèêëååííóþ
îäíîìåðíóþ êëåòêó. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì B′; òàêæå Y ′ = X ∪A B′. ßñíî, ÷òî B �
ñòðîãèé äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò B′ (ïðèêëååííûå äâóìåðíûå êëåòêè ñòðîãî äåôîðìàöèîííî ðå-
òðàãèðóþòñÿ íà âûáðàííûå ïóòè èç aα0 â aα), ïîýòîìó π1(B) = π1(B′) = 0. Àíàëîãè÷íî, Y � ñòðîãèé
äåôîðìàöèîííûé ðåêòðàêò Y ′.

Ò.å. ñðàçó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B ñîäåðæèò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îäíîìåðíûå êëåòêè ñ êîíöàìè aα0
è

aα, ∀α 6= α0. Ïóñòü T � îáúåäèíåíèå ýòèõ êëåòîê, òî÷êè aα0
è òî÷åê aα; ýòî ñòÿãèâàåìîå êëåòî÷íîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â B, ïåðåñåêàþùåå α-óþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà A òîëüêî â òî÷êå aα.
Çíà÷èò, A ∪ T ' (A ∪ T )/T '

∨
αAα, òî åñòü π1(A ∪ T ) ' ∗α π1(Aα) = Π1(A).

2. Äîêàæåì, ÷òî X∪T ' X∨
∨
α6=α0

S1
α. Ðàññóæäàÿ, êàê ñ B, çàìåíèì X íà X ′ � á�oëüøåå ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îäíîìåðíûå êëåòêè ñ êîíöàìè aα è aα0
.

Ïîëó÷àåì ñòÿãèâàåìîå êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî â T ′ ⊂ X ′, àíàëîãè÷íîå T. Òîãäà (X ′ ∪ T )/T ′

ïîëó÷àåòñÿ èç X ′/T ′ ïðèêëåèâàíèåì îêðóæíîñòåé ê îòìå÷åííîé òî÷êå (ïî îäíîé îêðóæíîñòè äëÿ
êàæäîãî α 6= α0), ò.å.

X ∪ T ' X ′ ∪ T ' (X ′ ∪ T )/T ′ ' (X ′/T ′) ∨
∨
α6=α0

S1
α ' X ′ ∨

∨
α 6=α0

S1
α ' X ∨

∨
α6=α0

S1
α,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Çíà÷èò,

π1(X ∪ T ) = π1(X) ∗ ∗
α 6=α0

π1(S1) = π1(X) ∗ F (̃b0(A)),

ãäå F (m) îáîçíà÷àåò ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ m îáðàçóþùèìè.

3. Çàïèøåì òåîðåìó Âàí Êàìïåíà äëÿ ñêëåéêè

A ∪ T //

��

X ∪ T

��
B // Y ;

ïîëó÷èì

Π1(A) //

��

π1(X) ∗ F (̃b0(A))

��
0 // π1(Y ).

Òî åñòü π1(Y ) ïîëó÷àåòñÿ èç π1(X) äîáàâëåíèåì b̃0(A) îáðàçóþùèõ è äàëüíåéøåé ôàêòîðèçàöèåé
ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ îáðàçà ãðóïïû Π1(A). Ïîñëåäíèé øàã ìîæíî çàìåíèòü íà �äîáàâëåíèå
rank Π1(A) ñîîòíîøåíèé�, âûáðàâ â Π1(A) ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ.

4 Èíäóêòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà ñîîòíîøåíèé â π1(RK)

Ðàññóæäàÿ êàê Ëè Öàé, ìîæíî ïîëó÷èòü ðîâíî
∑
J⊂[m] rank Π1(KJ) ñîîòíîøåíèé, íî íàéäåííûå èì â [Ca]

îáðàçóþùèå îòëè÷àþòñÿ îò îáðàçóþùèõ Ïàíîâà-Âåð¼âêèíà. Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ äðóãîé àëãî-
ðèòì, êîòîðûé, â îáùåì ñëó÷àå, âûäà¼ò áîëüøå ñîîòíîøåíèé, íî ýòè ñîîòíîøåíèÿ � ìåæäó ñòàíäàðòíûìè
îáðàçóþùèìè.
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4.1 Îáîçíà÷åíèÿ

4.1.1 Îáðàçóþùèå â RC′K

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû π1(RK) = RC′K : îáîçíà÷èì

Γi∈J := (gk1 , (gk2 , . . . , (gkl−2
, (gj , gi)) . . . )),

ãäå J = {k1, . . . , kl−2, j, i}, k1 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i, ∀s. ×òîáû Γi∈J áûëà îáðàçóþùåé, i äîëæíà áûòü
íàèìåíüøåé âåðøèíîé â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîäêîìïëåêñà K{k1,...,kl−2,j,i}, íå ñîäåðæàùåé j.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî i è J îäíîçíà÷íî çàäàþò ýòó îáðàçóþùóþ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü i, j ∈ J. Áóäåì ïèñàòü i ∼J j, åñëè i è j ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
êîìïëåêñà KJ .

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü i ∈ J. Îáîçíà÷èì ↘J (i) := min(j ∈ J : i ∼J j).

Òàêèì îáðàçîì, π1(RK) ïîðîæäåíà âñåìè òàêèìè Γi∈J , ÷òî J ⊂ [m], i =↘J (i) è i 6∼J max(J).
Ââåä¼ì ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ èíäåêñèðóþò íàáîðû îáðàçóþùèõ. Ýòè ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà-

÷àòü λ = (i ∈ J).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí V. Îáîçíà÷èì:

Λ(K) := {(i ∈ J) | J ⊂ V, i =↘J (i), i 6∼J max(J)}.

Òîò ôàêò, ÷òî íàáîð {Γλ}λ∈Λ(K) ïîðîæäàåò ãðóïïó RC′K, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ýïèìîðôèçìà

pK : F (Λ(K))� RC′K, ai∈J 7→ Γi∈J

(çäåñü F (X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì {ax}x∈X).
Ïðè âëîæåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ îáðàçóþùèå ïåðåõîäÿò â îáðàçóþùèå;

îòîæäåñòâèì ïîðîæä¼ííûå èìè ïîäãðóïïû â π1(RK) ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
RKJ

. Òîãäà ýïèìîðôèçìû pK ñîãëàñîâàíû ñ âëîæåíèÿìè π1(RKJ
) ↪→ π1(RK) : èìååì êîììóòàòèâíûé

êâàäðàò

F (Λ(KJ))
� �

����

F (Λ(K))

����
RC′KJ

� � RC′K.

4.1.2 Âûðàæåíèå ñëîâ ÷åðåç îáðàçóþùèå

Ïóñòü h ∈ RC′K � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Òàê êàê {Γi∈J} ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó RC′K, åñòü õîòÿ áû
îäèí ñïîñîá âûðàçèòü h ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå. Íà ñàìîì äåëå äîêàçàòåëüñòâî ñþðúåêòèâíîñòè
pK èç ñòàòüè [PV1] ìîæíî ïðåâðàòèòü â äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì. Òàêîé àëãîðèòì ñîïîñòàâëÿë áû
êàæäîìó ýëåìåíòó èç RC′K çàïèñü åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ; ýòî íå ÷òî èíîå,
êàê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñå÷åíèå ýïèìîðôèçìà pK. Îáîçíà÷èì ýòî ñå÷åíèå êàê σ :

F (Λ(K))

pK
����

F (Λ(K))

RC′K

σ

88

Âàæíûì ñâîéñòâîì σ ÿâëÿåòñÿ �åñòåñòâåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âëîæåíèþ ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ�: åñëè
w ∈ RC′KJ

, òî σ(w) â RC′KJ
è â RC′K äà¼ò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Íàì íå ïîíàäîáèòñÿ âûðàæàòü ÷åðåç îáðàçóþùèå âñå ýëåìåíòû RC′K; äëÿ íóæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå áóäåò îïèñàíà â ïóíêòå 4.5.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âåðøèí K. Äëÿ êàæäîãî I ⊂ V îáîçíà÷èì wI :=
∏
i∈I gi,

ãäå ñîìíîæèòåëè óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ. Òàê êàê g2
i = id, ñëîâî w−1

I � ïðîèçâåäåíèå òåõ æå áóêâ,
óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ.
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P

Q

K :

P

Q

K̃ :

Ðèñ. 1: K è K̃ (ïðèìåð).

4.1.3 Äîáàâëåíèå âåðøèíû ê ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó

Ïóñòü òåïåðü K̃ � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m]. Îáîçíà÷èì K := K[m−1]. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî, íàîáîðîò, ìû äîáàâëÿåì âåðøèíó m ê ôëàãîâîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K. Îáîçíà÷èì

P := {i ∈ [m− 1] : {i,m} /∈ K̃};

Q := {i ∈ [m− 1] : {i,m} ∈ K̃};

Ëåììà 4.5. K̃ = K ∪ K̃Qt{m}, ïðè÷¼ì K̃Qt{m} ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ cone(KQ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå ⊃ î÷åâèäíî. Íàîáîðîò: åñëè J ∈ K̃, íî J /∈ K, òî m ∈ J. Äîêàæåì, ÷òî
J ⊂ Q t {m}. Äåéñòâèòåëüíî: åñëè i ∈ J ∩ P, òî {i,m} ⊂ J ∈ K̃, ïîýòîìó {i,m} ∈ K̃, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ P. Ðàâåíñòâî äîêàçàíî. Îòîæäåñòâëåíèå ñ cone(KQ) âîçìîæíî, ò.ê âåðøèíà m ñîåäèíåíà

ðåáðîì ñ êàæäîé èç âåðøèíQ, à ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K̃ ôëàãîâûé; çíà÷èò, åñëè σ ∈ KQ, òî σt{m} ∈
K̃Qt{m}, è íàîáîðîò.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü K � ëþáîé ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m − 1], è Q ⊂ [m − 1] � ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà K ∪ cone(KQ), ãäå âåðøèíå êîíóñà ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð m � ôëàãîâûé ñèìïëèöè-
àëüíûé êîìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåäèíåíèå äâóõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå âåðøèí
� ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ (îò äîáàâëåíèÿ ïðèçðà÷íîé âåðøèíû K íå èçìåíèëñÿ). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü
ôëàãîâîñòü. Ïóñòü âåðøèíû ìíîæåñòâà I ïîïàðíî ñîåäèíåíû ð¼áðàìè. Åñëè I ⊂ [m− 1], òî I ∈ K. Èíà÷å
m ∈ I; çíà÷èò, I ⊂ Qt{m}, ò.ê. ëþáàÿ âåðøèíà èç I \ {m} ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ m. Ëþáûå äâå âåðøèíû èç
I \ {m} ñîåäèíåíû ð¼áðàìè â K, ïîýòîìó I \ {m} ∈ K. Ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ êîíóñà, I ∈ cone(KQ).

4.2 Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

(aλ)wI := σ(w−1
I ΓλwI), ∀I ⊂ P, ∀λ ∈ Λ(KQ);

âλ := (aλ)gm := σ((Γλ)gm), ∀λ ∈ Λ(K);

TI := σ((gm, wI)), ∀I ⊂ P.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ãðóïïà RC′K çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè R1, . . . , RM ∈ F (Λ(K)) â ñòàíäàðòíûõ îáðàçó-
þùèõ. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñòðîèò ïî íèì íàáîð ñîîòíîøåíèé, çàäàþùèõ ãðóïïó RC′K̃ â ñòàíäàðòíûõ
îáðàçóþùèõ.

1. Âû÷èñëèòü âñåâîçìîæíûå âλ, λ ∈ Λ(K), è âñåâîçìîæíûå TI , I ⊂ P ;

2. R1, . . . , RM âêëþ÷èòü â ñïèñîê ñîîòíîøåíèé;

3. Çàìåíèâ â ñëîâàõ R1, . . . , RM áóêâû aλ íà ñëîâà âλ, ïîëó÷èòü åù¼ M ñîîòíîøåíèé R̂1, . . . , R̂M ;
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4. Ïåðåáðàòü âñå ïàðû (I, (i ∈ J)), òàêèå ÷òî I ⊂ P, (i ∈ J) ∈ Λ(KQ), è ïðè ýòîì ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ

K̃ItJt{m} íåõîðäîâûé. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû âêëþ÷èòü â ñïèñîê ñîîòíîøåíèé ñîîòíîøåíèå

TI · (ai∈J)wI · T−1
I · ((ai∈J)wI ·gm)

−1 ∈ F (Λ(KItJt{m})),

ãäå (ai∈J)wI ·gm ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâà (ai∈J)wI ∈ F (Λ(KItJ)) çàìåíîé êàæäîé áóêâû aλ ∈ F (Λ(KJ′))
íà ñëîâî âλ ∈ F (Λ(KJ′t{m})).

Çàìå÷àíèå 4.9. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç äîáàâëÿåìûõ ñîîòíîøåíèé äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ â RC′K̃ :

� R1, . . . , RM âûïîëíÿþòñÿ, ò.ê. RC′K � ïîäãðóïïà â RC′K̃;

� Ñëîâà R̂i ïîä äåéñòâèåì pK̃ : F (Λ(K̃))→ RCK̃ ïåðåõîäÿò â

g−1
m · pK(Ri) · gm = g−1

m · id ·gm = id,

ò.ê. pK̃(âλ) = g−1
m Γλgm;

� Ñëîâà
TI · (ai∈J)wI · T−1

I · ((ai∈J)wI ·gm)
−1

ïîä äåéñòâèåì pK̃ ïåðåõîäÿò â

(gm, wI) · w−1
I Γi∈JwI · (gm, wI)−1 ·

(
g−1
m w−1

I Γi∈JwIgm
)−1

= g−1
m w−1

I · gmΓi∈Jg
−1
m Γ−1

i∈J · wIgm = id,

ò.ê. Γi∈J è gm êîììóòèðóþò (âåðøèíà m ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ êàæäîé âåðøèíîé èç J ⊂ Q).

Îñòàëîñü äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü âû÷èñëÿåìûõ ñîîòíîøåíèé. Àïðèîðè äàæå íåÿñíî, ïî÷åìó ñðåäè íèõ
åñòü íåòðèâèàëüíûå.

4.3 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé

4.3.1 Ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ïðèìåíèì àëãîðèòì ê ñëó÷àþ, êîãäà K̃ = Cm � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà; âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî öèêëó.
Òîãäà Q = {1,m− 1}, P = {2, . . . ,m− 2}. Êîìïëåêñ K (ëîìàíàÿ èç (m− 1) çâåíà) õîðäîâûé, ïîýòîìó RC′K
ñâîáîäíà. Åäèíñòâåííûé íåõîðäîâûé ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ â K̃ � ýòî âåñü K̃.
KQ � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òî÷åê, ïîýòîìó Λ(KQ) îäíîýëåìåíòíî, è åäèíñòâåííàÿ îáðàçóþùàÿ â

RC′KQ
ðàâíà a1∈{1,m−1}; Γ1∈{1,m−1} = (gm−1, g1). Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïàðå

(I, (i ∈ J)) = (P, (1 ∈ {1,m− 1})) è èìååò âèä

T{2,...,m−2} · (a1∈{1,m−1})
w{2,...,m−2} = (a1∈{1,m−1})

w{2,...,m−2}·gm · T{2,...,m−2}.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òàêîâ:

1. âûðàçèòü ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ýëåìåíòû

T = (gm, gm−2gm−3 · . . . · g3g2)

è
A = (gm−1, g1)gm−2gm−3...g2 ;

2. äëÿ êàæäîé ñòàíäàðòíîé îáðàçóþùåé aλ, âõîäÿùóþ â çàïèñü A, âûðàçèòü ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðà-
çóþùèå ýëåìåíò (Γλ)gm ;

3. Ïåðåìíîæèâ òàêèå ñëîâà, ïîëó÷èòü ýëåìåíò B � âûðàæåíèå äëÿ

(gm−1, g1)gm−2gm−3...g2·gm .

Òîãäà ñîîòíîøåíèå èìååò âèä TA = BT.
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4.3.2 Ãðàíèöà ïÿòèóãîëüíèêà

Â äàííîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ äåñÿòü:

a1 = a1∈13, a2 = a1∈14, a3 = a2∈24, a4 = a2∈25, a5 = a3∈35,

b1 = a2∈245, b2 = a2∈235, b3 = a3∈135, b4 = a1∈134, b5 = a1∈124.

×åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ T,A (äëèííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîïóùåíû):

T = σ((g5, g3g2)) = · · · = σ((g5, g3)(g5, g2)((g5, g2), g3)) = a5a4b
−1
2 ;

A = σ ((g4, g1)g3g2) = · · · = a−1
3 a2b

−1
4 a1a

−1
2 a3a2b

−1
5 a−1

1 .

×òîáû ïîëó÷èòü B, íàäî â çàïèñè A ïîìåíÿòü êàæäûé aλ íà âλ = (aλ)gm = σ((Γλ)gm). Ïîñëå âû÷èñëåíèé
ïîëó÷àåì:

â1 = σ((g3, g1)g5) = · · · = σ((g5, g3)(g3, g1)(g1, (g5, g3))(g3, g5)(g1, g3)) = a5a1b3a
−1
5 ;

â2 = σ((g4, g1)g5) = σ((g4, g1)) = a2;

â3 = σ((g4, g2)g5) = · · · = σ((g5, g2)((g5, g2), g4)(g4, g2)(g2, g5)) = a4b
−1
1 a3a

−1
4 ;

b̂4 = σ((g3, (g4, g1))g5) = · · · = σ((g5, g3)(g3, (g4, g1))(g1, g4)(g3, g5)(g4, g1)) = a5b4a
−1
2 a−1

5 a2;

b̂5 = σ((g2, (g4, g1))g5) = · · · = σ((g5, g2)(g2, (g4, g1))(g1, g4)(g2, g5)(g4, g1)) = a4b5a
−1
2 a−1

4 a2.

Ïîýòîìó

B = (g4, g1)g3g2g5 = â−1
3 â2b̂

−1
4 â1â

−1
2 â3â2b̂

−1
5 â−1

1 =

= a4a
−1
3 b1a

−1
4 a5a2b

−1
4 a1b3a

−1
5 a−1

2 a4b
−1
1 a3a2b

−1
5 a−1

4 a5b
−1
3 a−1

1 a−1
5 .

Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå TA = BT :

a5a4b
−1
2 a−1

3 a2b
−1
4 a1a

−1
2 a3a2b

−1
5 a−1

1 = a4a
−1
3 b1a

−1
4 a5a2b

−1
4 a1b3a

−1
5 a−1

2 a4b
−1
1 a3a2b

−1
5 a−1

4 a5b
−1
3 a−1

1 a4b
−1
2 .

Âûáðàâ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå îáðàçóþùèå (íàïðèìåð, âìåñòî Γ2∈245 = (g4, (g5, g2)) âçÿâ (g2, g4g5) =
(g2, g5g4)), ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ñèììåòðè÷íûå çàïèñè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ: îäèí èç âàðèàíòîâ �

x1y
−1
3 x−1

4 y5 · x2y
−1
4 x−1

5 y1 · x3y
−1
5 x−1

1 y2 · x4y
−1
1 x−1

2 y3 · x5y
−1
2 x−1

3 y4.

Èçâåñòíî, ÷òî RK â ýòîì ñëó÷àå � ïîâåðõíîñòü ñ ïÿòüþ ðó÷êàìè; ýòî ñëîâî ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîé
(ñèììåòðèÿ íå òîëüêî öèêëè÷åñêàÿ, íî è äèýäðàëüíàÿ), íî íåñòàíäàðòíîé ñêëåéêå òàêîé ïîâåðõíîñòè èç
äâàäöàòèóãîëüíèêà.

Íåèçâåñòíî, åñòü ëè ñèììåòðè÷íûé áàçèñ â RC′K, â êîòîðîì ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåïèñàëîñü áû êàê
ïðîèçâåäåíèå ïÿòè êîììóòàòîðîâ.

4.4 Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå RK̃

Îáîçíà÷èì
X := RK, Y := RK̃, A := RKQ

.

4.4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 4.10. Ðàçëîæåíèå èç ëåììû 4.6

KQ //

��

cone(KQ)

��
K // K̃

ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:

At2|P | tAt2|P |

��

// (A×D1)t2|P |

��
X tX // Y.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íàäî ïîíèìàòü êàê âëîæåíèå ïîëíûõ ïîäêîì-
ïëåêñîâ ñ ïðèçðà÷íûìè âåðøèíàìè. Äîáàâëåíèå ïðèçðà÷íîé âåðøèíû äîìíîæàåò ïðîñòðàíñòâî RK íà S0,
à âåðøèíû, ñîåäèí¼ííîé ñî âñåìè � íà D1. Áóäåì çàïèñûâàòü ñîìíîæèòåëè â ïîðÿäêå �ñíà÷àëà P, ïîòîì
Q, ïîòîì m�. Òîãäà �êîìáèíàòîðíàÿ äèàãðàììà� äà¼ò �òîïîëîãè÷åñêóþ äèàãðàììó�

(S0)|P | ×RKQ
× S0

��

// (S0)|P | ×RKQ
×D1

��
RK × S0 // RK̃;

ïðîñòðàíñòâà â íåé ãîìåîìîðôíû òðåáóåìûì.

Â ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ïîëàãàòüñÿ íà èëëþñòðàöèè, àíàëîãè÷íûå ðèñ. 2.

X × S0 ' X tX

((S0)2 ×A)× S0 ' At4 tAt4

Y

((S0)2 ×A)×D1 ' (A×D1)t4

Ðèñ. 2: Ðàçëîæåíèå èç ïðåäëîæåíèÿ 4.10 (ñëó÷àé |P | = 2)

Ïðèìåíåíèþ òåîðåìû âàí Êàìïåíà ïðåïÿòñòâóåò òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà íåñâÿçíû. Èñïðàâèì ýòî, äîáà-
âèâ ê ïåðåñå÷åíèþ íåêîòîðîå �ìèíèìàëüíîå äåðåâî�. Âûáåðåì â êàæäîì D1 îòìå÷åííóþ òî÷êó pt ∈ S0.

Ëåììà 4.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ sk1(I |P |) :

W := D1 × pt× · · · × pt∪S0 ×D1 × pt× · · · × pt∪ · · · ∪ S0 × · · · × S0 ×D1.

Òîãäà:

1. W ñâÿçíî è ñòÿãèâàåìî;

2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ýòèõ |P | êîîðäèíàò çàäà¼ò âëîæåíèå W ⊂ X;

3. W ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç 2|P | êîïèé A ⊂ X â îòìå÷åííîé òî÷êå è òîëüêî â íåé;

4. Åñëè ñëîâî èç áóêâ g1, . . . , gm èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïóòü ïî 1-îñòîâó m-ìåðíîãî êóáà, òî ïðî-
ñòðàíñòâî W � ýòî îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ ïóòåé w−1

I , I ⊂ P.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èíäóêöèÿ ïî |P |. Áàçà: îòðåçîê ñòÿãèâàåì. Ïåðåõîä: ïðè óâåëè÷åíèè |P | íà åäèíè-
öó W = W ×pt çàìåíÿåòñÿ íà W1 = W ×pt∪(S0)|P |×D1. Òî åñòü ê W ïðèêëåèâàåòñÿ 2|P | íåñâÿçíûõ
îòðåçêîâ â 2|P | ðàçíûõ òî÷êàõ (S0)|P | × pt; î÷åâèäíî, ýòî ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

2. Òàê êàê K � êîìïëåêñ áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, X ñîäåðæèò 1-îñòîâ m-ìåðíîãî êóáà: Rptt···tpt =
sk1(Im). Â ÷àñòíîñòè, X ñîäåðæèò è 1-îñòîâû âñåõ �êîîðäèíàòíûõ ïîäêóáîâ�.

3. Áóäåì íàçûâàòü òî÷êó S0, îòëè÷íóþ îò îòìå÷åííîé, ñèìâîëîì pt′ . Êîïèè ïðîñòðàíñòâà A âëîæåíû
â X êàê

pt (′)× · · · × pt(′)︸ ︷︷ ︸
2|P | ìíîæèòåëåé

×A ⊂ X,
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ãäå pt(′) � ëèáî pt, ëèáî pt′; îò ýòîãî çàâèñèò, î êàêîé èìåííî êîïèè ðå÷ü. W âëîæåíî â X êàê
W × pt× · · · × pt︸ ︷︷ ︸

2|Q| ìíîæèòåëåé

⊂ X. Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ïåðåñå÷åíèå A ñ W � â òî÷êå

pt (′)× · · · × pt(′)︸ ︷︷ ︸
2|P | ìíîæèòåëåé

× pt× · · · × pt︸ ︷︷ ︸
2|Q| ìíîæèòåëåé

,

ãäå (′) ðàññòàâëåíû òàê æå, êàê âûøå. Òàêàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò è A, è W, ò.ê. W ñîäåðæèò âñå
âåðøèíû |P |-ìåðíîãî êóáà.

4. Áóêâû ñëîâà w−1
I óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ïóñòü I = {i1, . . . , ik}, i1 < . . . , ik. Òîãäà ñëîâî

w−1
I = gi1gi2 . . . gik çàäà¼ò ïóòü

0 ei1  ei1 + ei2  · · · 
k∑
j=1

eij .

Î÷åâèäíî, îòìå÷åííàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò W. Ïåðåõîä îò âåðøèíû ei1 + · · · + eij ê âåðøèíå ei1 +
· · ·+ eij + eij+1

ïðîèñõîäèò ïî ðåáðó

pt× · · · × pt× pt′︸︷︷︸
i=i1

×pt× · · · × pt× pt′︸︷︷︸
i=ij

× · · · × pt× D1︸︷︷︸
i=ij+1

× pt× · · · × pt .

Î÷åâèäíî, îíî ñîäåðæèòñÿ â W, ò.ê. W ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî

S0 × · · · × S0︸︷︷︸
i=ij+1−1

×D1 × pt× · · · × pt .

Íàîáîðîò: êàæäûé èç 2ij+1−1 îòðåçêîâ òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïóòè w−1
I ,

ãäå I ñîäåðæèò òå è òîëüêî òå i, äëÿ êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê èìååò pt′ âìåñòî pt .

Ðèñ. 3: Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ X è 2|P | êîïèé ïîäïðîñòðàíñòâà A (ñëó÷àé |P | = 2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü U := S0 × · · · × S0 × D1 ⊂ Y � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèìïëåêñó
{m} ∈ K̃.

Ëåììà 4.12. � W ∪ U ñâÿçíî è ñòÿãèâàåìî;

� W ∪ U ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç 2|P |+1 êîïèé A â Y â îòìå÷åííîé òî÷êå, è òîëüêî â íåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììû 4.11, åñëè â íåé çàìåíèòü P íà P t {m}.

4.4.2 Ïðèìåíåíèå òåîðåìû âàí Êàìïåíà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå RK̃ â îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ êëåòî÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

W ∪ U ∪ (S0)|P | ×A× S0 ι1 //

ι2

��

W ∪ (S0)|P | ×A×D1

f

��
U ∪X × S0 g // Y.

(*)

Ýòî ðàçëîæåíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.
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U ∪X × S0

W ∪ U ∪ (S0)|P | ×A× S0

Y

W ∪ (S0)|P | ×A×D1

Ðèñ. 4: Ðàçëîæåíèå (∗) (ñëó÷àé |P | = 2)

Òåîðåìà 4.13. 1. Äèàãðàììà (∗) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà äèàãðàììå

∨
Ĩ⊂Pt{m}A

ι′1 //

ι′2
��

∨
I⊂P A

f ′

��
X ∨X ∨

∨
I⊂P, I 6=∅ S

1 g′ // Y,

èëè, åñëè èñïîëüçîâàòü âåðõíèå èíäåêñû è •̂ äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ñëàãàåìûõ â áóêåòàõ,

∨
Ĩ⊂Pt{m}A

(Ĩ)
ι′1 //

ι′2
��

∨
I⊂P A

(I)

f ′

��
X ∨ X̂ ∨

∨
I⊂P, I 6=∅ S

1 g′ // Y ;

2. Ïðè ïåðåõîäå ê ôóíäàìåíòàëüíûì ãðóïïàì ïîëó÷àåì äèàãðàììó

∗Ĩ⊂Pt{m}(RC′KQ
)(Ĩ)

(ι1)∗ //

(ι2)∗
��

∗I⊂P (RC′KQ
)(I)

f∗

��
RC′K ∗ R̂C

′
K ∗ F (zI : I ⊂ P, I 6= ∅)

g∗ // RC′
K̃

;

3. Ãîìîìîðôèçìû ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íà îáðàçóþùèõ ñâîáîä-
íûõ ñîìíîæèòåëåé:

� (ι1)∗ : (Γλ)(Ĩ) 7→ (Γλ)(Ĩ\{m});

� (ι2)∗ :

(Γλ)(Ĩ) 7→

{
w−1
I ΓλwI , m ∈ I;

z−1
I ·

̂w−1
I ΓλwI · zI , m /∈ I

(çàïèñü ̂w−1
I ΓλwI íàäî ïîíèìàòü êàê ýëåìåíò w−1

I ΓλwI ∈ RC′K, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò

R̂C′K � âòîðîãî ñâîáîäíîãî ñîìíîæèòåëÿ; ïîëàãàåì òàêæå z∅ := id);
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� f∗ : (Γλ)(I) 7→ w−1
I ΓλwI ;

� g∗ :
Γλ 7→ Γλ; Γ̂λ 7→ g−1

m Γλgm; zI 7→ (gm, wI).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà èç ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû èìåþò ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû,
óêàçàííûå âî âòîðîì ïóíêòå òåîðåìû. Ñòðîèòü ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè è îïèñûâàòü ãîìîìîð-
ôèçìû ãðóïï áóäåì îäíîâðåìåííî.

� Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà èç âåðõíåé ñòðîêè äèàãðàììû (∗). Çà ñ÷¼ò ëåìì 4.11 è 4.12 ôàêòîðèçà-
öèÿ ïî ñòÿãèâàåìîìó êëåòî÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó W ∪ U ïðåâðàùàåò âåðõíåå ëåâîå ïðîñòðàíñòâî
â áóêåò 2|P |+1 êîïèé A, à âåðõíåå ïðàâîå � â áóêåò 2|P | ïðèâåä¼ííûõ öèëèíäðîâ íàä A, ò.ê. W ∪ U
ïåðåñåêàåò (S0)|P |×A×S0 â òî÷íîñòè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ êîïèé A. Â âåðõíåì ëåâîì ïðîñòðàíñòâå
êîïèè A ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû è ïîä äåéñòâèåì ι′1 îòîáðàæàþòñÿ òîæäåñòâåííî â âåðõíåå è íèæíåå
îñíîâàíèå ïðèâåä¼ííîãî öèëèíäðà, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî A; ïðèâåä¼ííûé öèëèíäð ãîìî-
òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí A, è ïðè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè âëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèÿì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Ýòî äîêàçûâàåò ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè

W ∪ U ∪ (S0)|P | ×A× S0 '
∨

Ĩ⊂Pt{m}

A, W ∪ (S0)|P | ×A×D1 '
∨
I⊂P

A

è ôîðìóëó äëÿ (ι1)∗.

� Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ f∗. Ïóñòü I ⊂ P è Γ
(I)
λ ∈ (RC′KQ

)(I) ôèêñèðîâàíû. Ýëåìåíò Γλ çàäàâàëñÿ
íåêîòîðîé ïåòë¼é γ â ïðîñòðàíñòâå RKQ

, âëîæåííîì â áóêåò êàê I-îå ñëàãàåìîå. Óêàæåì ïåòëþ â

èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå W ∪ (S0)|P | ×A×D1, ïåðåõîäÿùóþ â äàííóþ ïðè ôàêòîðèçàöèè: ýòà ïåòëÿ
ïîëó÷àåòñÿ èç γ çàìåíîé îòìå÷åííîé òî÷êè íà îòìå÷åííóþ òî÷êó I-îé êîïèè A. Ýòè òî÷êè ñîåäèíåíû
â W ïóò¼ì, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ñëîâîì w−1

I (ñì. ëåììó 4.11). Òî åñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ïåòëÿ � ýòî
êîìïîçèöèÿ ïóòè â W, çàäàâàåìîãî ñëîâîì w−1

I , äàííîé ïåòëè, è ïóòè, îáðàòíîãî ê w−1
I . ßñíî, ÷òî â

ãðóïïå RC′K îíà ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó w−1
I · Γλ · wI .

∨
I⊂P A

−→
∼

W ∪ (S0)|P | × A×D1

↪→ Y

wI

Γλ

Ðèñ. 5: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îòîáðàæåíèÿ f∗

� Òåïåðü ðàññìîòðèì ëåâîå íèæíåå ïðîñòðàíñòâî U ∪X ×S0. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî îíî ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî áóêåòó äâóõ êîïèé X è 2|P |−1 îêðóæíîñòåé, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî X̃, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ê X t X îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îòìå÷åííûå òî÷êè, à
òàêæå ïðèêëåèâàíèåì 2|P |−1 êâàäðàòîâ, èìåþùèõ ýòîò îòðåçîê ñòîðîíîé. Î÷åâèäíî, ôàêòîðèçàöèÿ
ïî ýòîìó îòðåçêó äà¼ò ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü X̃ ' X ∨X ∨

∨
I⊂P, I 6=∅ S

1.

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå h : X̃ → U ∪ X × S0, ïðè êîòîðîì ñòîðîíû êâàäðàòîâ, ñìåæíûå ñ âûäåëåí-
íûì îòðåçêîì, îòîáðàæàþòñÿ â X ñ ïîìîùüþ ïóòåé w−1

I (ñì. ëåììó 4.11). X̃ ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìîå
êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî � îáúåäèíåíèå W × S0, âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà íàä îòìå÷åííîé òî÷êîé
è �ãîðèçîíòàëüíûõ� ñòîðîí êâàäðàòîâ. U ∪ X × S0 ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî � îáú-
åäèíåíèå W × S0 è âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà íàä îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî ýòèì
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X̃

U ∪X × S0

Ðèñ. 6: Îòîáðàæåíèå h

ïîäïðîñòðàíñòâàì h ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå; ïîýòîìó h � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî

U ∪X × S0 ' X̃ ' X ∨X ∨
∨

I⊂P, I 6=∅
S1.

� Òåïåðü îïèøåì g∗; óäîáíåå ïåðåéòè îò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áóêåòà ê ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
X̃. Â êà÷åñòâå îòìå÷åííîé òî÷êè âîçüì¼ì îòìå÷åííóþ òî÷êó �íèæíåé� êîïèè X. Òîãäà ïåðâàÿ êîïèÿ
π1(X) âêëàäûâàåòñÿ â π1(X̃) â ñîîòâåòñòâèè ñ âëîæåíèåì (X,pt)→ (X̃, pt); ÷òîáû âëîæèòü âòîðóþ,
íàäî âûáðàòü ïóòü ìåæäó îòìå÷åííûìè òî÷êàìè �âåðõíåé� è �íèæíåé� êîïèé X. Â êà÷åñòâå òàêîãî
ïóòè âîçüì¼ì âåðòèêàëüíûé îòðåçîê. Íàêîíåö, íàïðàâëåíèÿ îáõîäîâ êâàäðàòîâ âûáåðåì �ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè�, òî åñòü â ïîðÿäêå �ïî ãîðèçîíòàëè - ïî âåðòèêàëè - ïî ãîðèçîíòàëè - ïî âåðòèêàëè�
(ïðèìåð òàêîãî îáõîäà èçîáðàæ¼í â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 9).

Ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ h ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà X îòîáðàæàåòñÿ òîæäåñòâåííî. Âòîðàÿ å¼
êîïèÿ îòîáðàæàåòñÿ ñ ñîïðÿæåíèåì íà ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòè ïî âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó,
ò.å. ñ ñîïðÿæåíèåì íà gm. Íàêîíåö, ïóòè, îáõîäÿùèå êâàäðàòû, ïåðåõîäÿò â ïóòè, çàäàííûå ýëåìåí-
òàìè w−1

I · gm · wI · gm, ò.ê. ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè îòîáðàæàþòñÿ íà ïóòè w−1
I , à âåðòèêàëüíûå �

íà ïóòè gm. Ýòî â òî÷íîñòè çàÿâëåííîå îòîáðàæåíèå g∗.

� Íàêîíåö, îñòàëîñü îïèñàòü (ι2)∗. Ïóñòü (Γλ)(Ĩ) � îáðàçóþùàÿ â (RC′KQ
)(Ĩ). Åñòü äâà ñëó÷àÿ:

1. m /∈ Ĩ . Òîãäà ïåòëÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé îáðàçóþùåé (ñì. ðèñ. 5), ïîëíîñòüþ ëåæèò â X, è

òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ f∗, äàþò (ι2)∗((Γλ)(Ĩ)) = w−1
I ΓλwI , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

2. Ĩ = I t {m}, I ⊂ P. Òîãäà ýòîé îáðàçóþùåé ñîîòâåòñòâóåò ïåòëÿ, èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 7:
å¼ îáðàç â RC′

K̃
çàäà¼òñÿ ñëîâîì w−1

I · gm · Γλ · gm · wI .
Ðàçëîæèì ýòî ñëîâî êàê

(wI , gm) · gmwIΓλw−1
I g−1

m · (gm, wI); (**)

ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî òîæäåñòâà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8. Ýòî êîìïîçèöèÿ òð¼õ
ïåòåëü â ïðîñòðàíñòâå U ∪ X × S0, ó êîòîðûõ ëåãêî óêàçàòü ïðîîáðàçû â X̃ ïîä äåéñòâèåì h

(ñì. ðèñ. 9). Ýòè ïðîîáðàçû ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíòû zI ,
̂w−1
I ΓλwI , z

−1
I ñîîòâåòñòâåííî â ãðóïïå

π1(X̃). Ïîýòîìó (ι2)∗((Γλ)It{m}) = zI · ̂w−1
I ΓλwI · z−1

I , ÷.ò.ä.

Ñëåäñòâèå 4.14. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ãðóïïó F ñ áàçèñîì {aλ}λ∈Λ(K) t {âλ}λ∈Λ(K) t {TI}I⊂P è ãîìî-
ìîðôèçì

q : F → RC′K̃, aλ 7→ Γλ, âλ 7→ g−1
m Γλgm, TI 7→ (gm, wI).

Òîãäà ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí, è åãî ÿäðî � íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòîâ T∅, ñòàðûõ ñî-

îòíîøåíèé R1, . . . , RM , R̂1, . . . , R̂M è

TI · (aλ)wI · T−1
I ·

(
(̂aλ)wI

)−1

, I ⊂ P, λ ∈ Λ(KQ),
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wI

gm

Γλ

Ðèñ. 7: Ïåòëÿ â ïðîñòðàíñòâå W ∪ (S0)|P | ×A× S0, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíò (Γλ)It{m}.

Ðèñ. 8: Ðàçëîæåíèå (Γλ)(It{m}) â êîìïîçèöèþ (∗∗)

ãäå (aλ)wI � ïðîèçâîëüíûé ïðîîáðàç w−1
I ΓλwI â F (Λ(K)) � íàïðèìåð, σ(w−1

I ΓλwI).
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

〈aλ, λ ∈ Λ(K) | R1, . . . , RM 〉

� êîïðåäñòàâëåíèå RC′K, òî RC′K̃ äîïóñêàåò êîïðåäñòàâëåíèå

〈aλ, âλ, λ ∈ Λ(K); TI , I ⊂ P | R1, . . . , RM ; R̂1, . . . , R̂M ; T∅; TI ·(aλ)wI = (̂aλ)wI ·TI , ∀I ⊂ P, ∀λ ∈ Λ(KQ)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå âàí Êàìïåíà, ïðèìåí¼ííîé ê ðàçëîæåíèþ èç òåîðåìû 4.13, RC′K̃ ïîëó÷àåòñÿ
èç ãðóïïû

RC′K ∗ R̂C
′
K ∗ F (zI : I ⊂ P, I 6= ∅) ∗ ∗

I⊂P
(RC′KQ

)(I)

ôàêòîðèçàöèåé ïî ñîîòíîøåíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì âñåâîçìîæíûì Ĩ ⊂ P t {m} è îáðàçóþùèì Γλ, λ ∈
Λ(KQ). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

(∗) (ι1)∗((Γλ)(Ĩ)) = (ι2)∗((Γλ)(Ĩ)).

Åñëè Ĩ = I ⊂ P, òî, ïî òåîðåìå 4.13, (∗) çàïèøåòñÿ êàê

(Γλ)(I) = w−1
I ΓλwI ,

÷òî îäíîçíà÷íî âûðàæàåò (Γλ)(I) ÷åðåç äðóãèå îáðàçóþùèå è ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü òàêèå ýëåìåíòû èç
ñïèñêà îáðàçóþùèõ íîâîé ãðóïïû. Ñîîòíîøåíèÿ, èìåâøèå ìåñòî ìåæäó âñåâîçìîæíûìè (Γλ)(I), î÷åâèä-
íî, âåðíû è äëÿ w−1

I ΓλwI ; ýòè ýëåìåíòû ïîðîæäàëè ñâîáîäíîå ñëàãàåìîå â èñõîäíîé ãðóïïå. Ïîýòîìó

îñòàíóòñÿ òîëüêî îáðàçóþùèå âèäà Γλ, Γ̂λ è zI , è èñêëþ÷åíèå îáðàçóþùèõ âèäà (Γλ)(I) íå óâåëè÷èò
÷èñëî ñîîòíîøåíèé.

Åñëè æå Ĩ = I t {m}, I ⊂ P, òî (∗) çàïèñûâàåòñÿ êàê

z−1
I ·

̂w−1
I ΓλwI · zI = (Γλ)(I).
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Ðèñ. 9: Ïðîîáðàçû ïåòåëü ñ ðèñ. 8

Çà ñ÷¼ò ñîîòíîøåíèé âûøå ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ñîîòíîøåíèå

z−1
I ·

̂w−1
I ΓλwI · zI = w−1

I ΓλwI ;

ýòîò íàáîð ñîîòíîøåíèé è áóäåò äîñòàòî÷íûì ïðè ýòîé ôàêòîðèçàöèè. Ïðè I = ∅ â ñïèñêå îáðàçóþùèõ
íåò z∅ (â ôîðìóëå âûøå ìû ïîëàãàëè z∅ = id); ÷òîáû çàïèñàòü âñå ñîîòíîøåíèÿ åäèíîé ôîðìóëîé, ýòó
îáðàçóþùóþ íàäî èñêóñòâåííî äîáàâèòü.

Òåì ñàìûì ìû îïèñàëè ÿäðî ýïèìîðôèçìà

q0 = f∗ ∗ g∗ : RC′K ∗ R̂C
′
K ∗ F (zI : I ⊂ P )� RC′K̃, Γλ 7→ Γλ, Γ̂λ 7→ g−1

m Γλgm, zI 7→ (gm, wI) :

îíî ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè

z−1
I ·

̂w−1
I ΓλwI · zIw−1

I Γ−1
λ wI , ∀I ⊂ P, λ ∈ Λ(KQ).

Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ ýïèìîðôèçìàìè

pK : F (Λ(K))� RC′K, p̂K : F (Λ̂(K))� R̂C
′
K,

ïîëó÷èì â òî÷íîñòè ãîìîìîðôèçì

q : F (Λ(K)) ∗ F (Λ̂(K)) ∗ F (zI : I ⊂ P )→ RC′K̃;

çíà÷èò, q ñþðúåêòèâíî. Îñòàëîñü äâà ðàçà âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé íèæå (â êà÷åñòâå ri áåð¼ì ñîîòíîøåíèÿ

z−1
I ·

̂w−1
I ΓλwI · zI ·

(
w−1
I ΓλwI

)−1
, à â êà÷åñòâå èõ ïðîîáðàçîâ ρi áåð¼ì T−1

I · (̂aλ)wI · TI · ((aλ)wI )−1).

Ëåììà 4.15. Ïóñòü q0 : G1 ∗ G2 → H è p : F → G1 � ýïèìîðôèçìû ãðóïï. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì
q = q0 ◦ (p ∗ id) : F ∗G2 → H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ker q0 íîðìàëüíî ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè r1, . . . , rm ∈ G1 ∗ G2, Ker p íîðìàëüíî
ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè R1, . . . , RM ∈ F. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ρi ∈ (p ∗ id)−1(ri). Òîãäà Ker q íîðìàëüíî
ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè R1, . . . , RM , ρ1, . . . , ρm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Ker q ⊂ F ∗ G2. Òîãäà (p ∗ id)(x) ∈ Ker q0 ⊂ G1 ∗ G2. Ýòî ÿäðî íîðìàëüíî
ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè r1, . . . , rm, ïîýòîìó

(p ∗ id)(x) = w−1
1 rn1

i1
w1 · w−1

2 rn2
i2
w2 · · · · · w−1

K rnK
iK
wK

äëÿ íåêîòîðûõ wi ∈ G1 ∗G2, ni ∈ Z. Âûáåðåì ó ñëîâ wi ïðîèçâîëüíûå ïðîîáðàçû Wi ∈ F ∗G2; òîãäà

(p ∗ id)(x) = (p ∗ id)(W−1
1 ρn1

i1
W1 ·W−1

2 ρn2
i2
W2 · . . . ·W−1

K ρnK
iK
WK).

Ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîì çàìûêàíèè ýëåìåíòîâ ρ1, . . . ρm. Ïðè ýòîì x
îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ýëåìåíò èç Ker(p ∗ id). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî Ker(p ∗ id) ëåæèò â
íîðìàëüíîì çàìûêàíèè ýëåìåíòîâ R1, . . . , RM .

Ïóñòü òåïåðü x ∈ Ker(p ∗ id). Çàïèøåì åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîâ: x = f1h1f2h2 . . . fNhN , ãäå
fi ∈ F, hi ∈ G2, è âñå áóêâû íåòðèâèàëüíû (êðîìå, âîçìîæíî, f1 è/èëè hN ). Èíäóêöèÿ ïî N. Áàçà: åñëè
x = fh èëè x = hf, òî ãàðàíòèðîâàííî h = id, f ∈ Ker p, òî åñòü x ëåæèò â íîðìàëüíîì çàìûêàíèè
R1, . . . , RM .

Ïåðåõîä: ðàññìîòðèì ñëîâî

(p ∗ id)(x) = p(f1)h1p(f2)h2 . . . p(fN )hN = id ∈ G1 ∗G2.
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Â í¼ì ÷åðåäóþòñÿ ýëåìåíòû ãðóïï G1 è G2, ïðè÷¼ì âñå ýëåìåíòû hi íåòðèâèàëüíû (êðîìå, âîçìîæíî,
ïîñëåäíåãî). Åñëè êàæäûé èç f2, . . . , fN íåòðèâèàëåí, òî ñëîâî íå ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì, ò.ê. íåòðè-
âèàëüíûì hi �íå ñ êåì ñîêðàòèòüñÿ�; çíà÷èò, p(fi) = id äëÿ íåêîòîðîãî i 6= 1. Çíà÷èò, fi ∈ Ker p, ïîýòîìó
fi ëåæèò â íîðìàëüíîì çàìûêàíèè R1, . . . , RM . Çíà÷èò, è ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó ñëîâî

f1h1f2h2 . . . fi−1hi−1 · fi · (f1h1f2h2 . . . fi−1hi−1)−1

ëåæèò â íîðìàëüíîì çàìûêàíèè ýëåìåíòîâ R1, . . . , RM â ãðóïïå F ∗ G2. Ïîýòîìó, äîìíîæèâ ñëåâà íà
îáðàòíîå ê íåìó, ìîæíî ïåðåéòè îò f1h1 . . . fNhN ê ñëîâó f1h1f2h2 . . . fi−1hi−1hifi+1 . . . fNhN , äëÿ êîòîðîãî
âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Ïðèìåð 4.16. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K̃ íà ïÿòè âåðøèíàõ, èçîáðàæ¼ííûé íèæå. Ëåãêî

1 3

4

2

5

ïîíÿòü, ÷òî RC′K çàäàíà äâóìÿ îáðàçóþùèìè a = a1∈13, b = a2∈24 è îäíèì ñîîòíîøåíèåì (a, b) = id;
ïîä äåéñòâèåì pK îíè ïåðåõîäÿò â Γ1∈13 = (g3, g1) è Γ2∈24 = (g4, g2) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñìîòðèì, êàêîå
êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ RC′K̃ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.14.

P = {1, 3}, Q = {2, 4}; Λ(KQ) = {(2 ∈ {2, 4})}.

Âûáåðåì ñëîâà (aλ)wI , λ ∈ Λ(KQ) � ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ w−1
I ΓλwI â ñâîáîäíîé ãðóïïå. Â äàííîì ïðèìåðå

ýòî òðèâèàëüíî, ò.ê. Γ2∈24 êîììóòèðóåò ñ g1 è g3. Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü

a2∈24 = (a2∈24)w∅ = (a2∈24)w1 = (a2∈24)w3 = (a2∈24)w13 .

Ãðóïïà RC′K̃ áóäåò çàäàíà 8 îáðàçóþùèìè

a, b, â, b̂, T∅, T1, T3, T13

è 7 ñîîòíîøåíèÿìè: äâà ñòàðûõ
(a, b) = id, (â, b̂) = id

è ïÿòü íîâûõ
T∅ = id; T∅a2∈24 = â2∈24T∅;

T1a2∈24 = â2∈24T1; T3a2∈24 = â2∈24T3; T13a2∈24 = â2∈24T13.

Ïîëó÷àåì êîïðåäñòàâëåíèå

RC′K̃ = 〈a, b, â, b̂, T∅, T1, T3, T13 | (a, b) = (â, b̂) = T∅ = id; T∅b = b̂T∅; T1b = b̂T1; T3b = b̂T3; T13b = b̂T3〉,

êîòîðîå ëåãêî óïðîñòèòü äî

〈a, b, â, T1, T3, T13 | (a, b) = (â, b) = (T1, b) = (T3, b) = (T13, b) = id〉 ' F (b)× F (a, â, T1, T3, T13).

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî äàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ � äæîéí äèñêðåòíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ K1, K2 íà 2 è 3 âåðøèíàõ ñîîòâåñòâåííî:

RC′K̃ = π1(RK1∗K2
)) = π1(RK1

×RK2
) = π1(RK1

)× π1(RK2
) = RC′K1

× RC′K2
= Z× F (5).

4.4.3 Ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíûì îáðàçóþùèì

Èìåÿ êîïðåäñòàâëåíèå

RC′K̃ = 〈aλ, âλ, λ ∈ Λ(K); TI , I ⊂ [P ] | R1, . . . , RM ; R̂1, . . . , R̂M ; T∅; TI ·(aλ)wI = (̂aλ)wI ·TI , ∀I ⊂ P, λ ∈ Λ(KQ)〉

èç ñëåäñòâèÿ 4.14, ìû õîòèì ïîëó÷èòü èç íåãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùèìè ãðóïïû
RC′K̃. Äëÿ ýòîãî íàäî çàìåíèòü îáðàçóþùèå íà ñòàíäàðòíûå. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå, îïèñàííîé â àëãî-

ðèòìå: îáðàçóþùóþ âλ íàäî çàìåíèòü íà ñëîâî (aλ)gm := σ(g−1
m Γλgm) ∈ F (Λ(K̃)), à îáðàçóþùóþ TI � íà

ñëîâî σ((gm, wI)) ∈ F (Λ(KIt{m})).
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Ýòó çàìåíó îáðàçóþùèõ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ãîìîìîðôèçì τ, âñòðàèâàþùèéñÿ â äèàãðàììó

F (Λ(K)) ∗ F (Λ̂(K)) ∗ F (2|P | − 1)

q
)) ))

τ // F (Λ(K̃))

pK̃zzzz
RC′K̃.

Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà ïî îïðåäåëåíèþ q, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ ïåðåõîäÿò â ñîîòíîøåíèÿ. Íî èõ
îáðàçîâ ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî äëÿ çàäàíèÿ RC′K̃: äàæå åñëè r1, . . . , rM̃ íîðìàëüíî ïîðîæäàëè Ker q,
ýëåìåíòû τ(r1) . . . , τ(r

M̃
) íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëüíî ïîðîæäàþò Ker pK̃. Åñòü ãðóáîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,

êîòîðîå ýòî ãàðàíòèðóåò:

Ëåììà 4.17. Åñëè τ ñþðúåêòèâíî, òî τ(r1), . . . , τ(r
M̃

) íîðìàëüíî ïîðîæäàþò Ker pK̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå îáðàçîâ íå ìåíüøå, ÷åì îáðàç íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ. Ïîýòî-
ìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî τ(Ker q) = Ker(pK̃).

Òàê êàê q = pK̃ ◦ τ, åñëè q(x) = id, òî τ(x) ∈ Ker pK̃. Íàîáîðîò: åñëè pK̃(y) = id, è x ∈ τ−1(y) �
ïðîèçâîëüíûé ïðîîáðàç, òî q(x) = id, òàê ÷òî y ∈ τ(Ker q). Çà ñ÷¼ò ñþðúåêòèâíîñòè ìíîæåñòâî τ−1(y)
âñåãäà íåïóñòî.

Òåì ñàìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.9 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü �òðèâèàëüíîñòü õîðäîâûõ ñîîòíîøå-
íèé� è ñþðúåêòèâíîñòü τ.

Ëåììà 4.18. Åñëè KItJt{m} � õîðäîâûé ïîäêîìïëåêñ, òî îáðàç ñîîòíîøåíèÿ TI(aλ)wI = (̂aλ)wITI â

F (Λ(K̃)) òðèâèàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïåðåõîäå îò K̃ ê ëþáîìó ïîëíîìó ïîäêîìïëåêñó KS , ñîäåðæàùåìó âåðøèíó m,
àëãîðèòì ðàáîòàåò òî÷íî òàêæå, è âû÷èñëÿåò êîïðåäñòàâëåíèå ïîäãðóïïû RC′KS

⊂ RC′K. Åñëè S õîðäîâûé,
òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.24, ãðóïïà RC′KS

ñâîáîäíà. Ñòàíäàðòíûé íàáîð îáðàçóþùèõ ìèíèìàëåí. Ïîýòîìó
âñå ñîîòíîøåíèÿ, íàéäåííûå ìåæäó ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùèìè ýòîé ïîäãðóïïû, òðèâèàëüíû.

Òåîðåìà 4.19. Ïðè âûáîðå ñå÷åíèÿ σ : RC′K → F (Λ(K)) êàê â ïóíêòå 4.5 ãîìîìîðôèçì

τ : F (Λ(K)) ∗ F (Λ̂(K)) ∗ F (2|P |−1)→ F (Λ(K̃)),

çàäàííûé íà îáðàçóþùèõ êàê

Γλ 7→ Γλ, Γ̂λ 7→ σ(g−1
m Γλgm), TI 7→ σ((gm, wI)),

ñþðúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûíåñåíî â ï. 4.6.

4.5 Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.5 èç ñòàòüè [PV1] èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷å-
íèÿ σ : RC′K → F (Λ(K)). Õîòÿ ñå÷åíèå íå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (ðåçóëüòàò çàâèñèò îò òîãî, êàê çà-
ïèñàòü ýëåìåíò â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ, ò.å. êîììóòàòîðîâ âèäà
(gk1 , (. . . , (gkt−1 , gkt) . . . ))), ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé: â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû
σ(g−1

m Γλgm) è σ((gm, wI)). Ìû îïðåäåëèì çíà÷åíèå σ íà êàíîíè÷åñêèõ âëîæåííûõ êîììóòàòîðàõ, à çàòåì
óêàæåì, êàê ïðåäñòàâèòü ýëåìåíòû g−1

m Γλgm è (gm, wI) â âèäå ïðîèçâåäåíèé òàêèõ êîììóòàòîðîâ.
Çíà÷åíèå σ áóäåì âû÷èñëÿòü èíäóêöèåé ïî t (ïî äëèíå âëîæåííîãî êîììóòàòîðà). Åñëè t ôèêñèðîâàíî,

áóäåì ïèñàòü A B, êîãäà B îòëè÷àåòñÿ îò A íà ïðîèçâåäåíèå âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ, äëèíà êàæäîãî
èç êîòîðûõ ìåíüøå t. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû èñïîëüçóåì ýòî îáîçíà÷åíèå, îíî îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî è
èñïîëüçóåòñÿ êàê øàã âû÷èñëåíèé â àëãîðèòìå. Îïðåäåëèâ σ(B), ìû òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì è σ(A), ò.ê.
çíà÷åíèå σ íà êîììóòàòîðàõ ìåíüøåé äëèíû óæå èçâåñòíî.

4.5.1 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ëåìì

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ: i ∼J j, åñëè i è j ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè K̃J ; åñëè i ∈ J, òî↘J (i) :=
min(j ∈ J : i ∼J j). Îáðàçóþùàÿ Γi∈J � ýòî êàíîíè÷åñêèé âëîæåííûé êîììóòàòîð

(gk1 , . . . , (gkt−2
, (gj , gi)) . . . ),

ãäå J = {k1, . . . , kt−2, j, i} t-ýëåìåíòíî, k1 < · · · < kt−2 < j > i. Òàêîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà i 6∼J (j) è i =↘J (i).
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Îïðåäåëåíèå 4.20. Ïóñòü J ⊂ [m], i ∈ J, i 6= max(J). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

γi∈J =

{
id, i ∼J j;
Γi0∈J , i 6∼J j, i0 =↘J (i).

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ �ïî ìîäóëþ êîììóòàòîðîâ ìåíüøåé äëèíû� áóäåì ïèñàòüK âìåñòî ïðîèçâåäåíèé
êîììóòàòîðîâ ìåíüøåé äëèíû.

Ëåììà 4.21. Ïóñòü J = {k1, . . . , kt−2, j, i} ⊂ [m] � ïðîèçâîëüíîå t-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

(gk1 , . . . , (gkt−2
, (gj , gi)) . . . ) 


γi∈J , j = max(J);

γ−1
j∈J , i = max(J);

γ−1
j∈J ·K · γi∈J , i 6= max(J), j 6= max(J).

.

Îïðåäåëåíèå 4.22. Îïðåäåëèì σ(id) := id, σ(Γi∈J) := ai∈J . Íà ïðîèçâîëüíûå êàíîíè÷åñêèå âëîæåííûå
êîììóòàòîðû ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ ðåêóðñèâíî ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.21 (áàçà èíäóêöèè: âñå êàíîíè÷å-
ñêèå êîììóòàòîðû äëèíû 2 óæå èìåþò âèä γ±1

i∈J èëè ðàâíû id). Íà ïðîèçâåäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ âëîæåííûõ
êîììóòàòîðîâ ïðîäîëæèì ìóëüòèïëèêàòèâíî.

Ëåììà 4.23. Ïóñòü I ⊂ [m− 1], I = {i1, . . . , is}, i1 < · · · < is. Òîãäà

(gm, wI) (gi1 , . . . , (gis−1
, (gm, gis)) . . . ).

Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü σ íà ýëåìåíòàõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â àëãîðèòìå:

Îïðåäåëåíèå 4.24. Çàäàäèì σ((gm, wI)) ñ ïîìîùüþ ëåììû 4.23, à σ(g−1
m Γi∈Jgm) = σ(Γi∈J · (Γi∈J , gm))

êàê ai∈J · σ((gm,Γi∈J))−1 (ÿñíî, ÷òî (gm,Γi∈J) � êàíîíè÷åñêèé âëîæåííûé êîììóòàòîð).

4.5.2 Îïåðàöèè ñ âëîæåííûìè êîììóòàòîðàìè

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 4.21 è 4.23 èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðîèçâîäèòü
â ëþáîé ãðóïïå. Äëÿ RCK ñïåöèôè÷íî òîëüêî òî, ÷òî RC′K ïîðîæäåíà êàíîíè÷åñêèìè âëîæåííûìè êîì-
ìóòàòîðàìè, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ gk1 , . . . gi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îáðàçóþùèå RCK (â îáùåì ñëó÷àå
gk1 , . . . , gi � ýòî ñòåïåíè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îáðàçóþùèõ, ñì. [PV2, òåîðåìà 3.1]).

Èçáàâëåíèå îò ïðîèçâåäåíèé. Â ðàññóæäåíèÿõ íèæå âîçíèêàþò êîììóòàòîðû ñëåäóþùåãî âèäà:

C = (gk1 , (gk2 , . . . (gkt−1 , (gkt ,K1 ·B ·K2))) . . . )),

ãäå B � êîììóòàòîð, à K1,K2 � ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì ó
B. Â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåíèì òîæäåñòâî (a, bc) = (a, c)(a, b)((a, b), c) è ïîëó÷èì

(gkt ,K1 ·B ·K2) = (gkt ,K2) ·K−1
2 (gkt ,K1 ·B) ·K2 = (gkt ,K2)K−1

2 (gkt , B) ·B−1(gkt ,K1)BK2,

÷òî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê K3 · (gkt , B) ·K4. Ïîñëå t øàãîâ ïîëó÷àåì

C  (gk1 , (gk2 , . . . (gkt−1
, (gkt , B))) . . . )).

Ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ìû õîòèì ïåðåñòàâèòü êàêèå-òî ñîñåäíèå ïîðîæäàþùèå â êîììóòà-
òîðå âèäà

C = (gk1 , (gk2 , . . . (gkt−2
, (gj , gi))) . . . ))

(ïî ìîäóëþ êîììóòàòîðîâ ìåíüøåé äëèíû). Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî Âèòòà-Õîëëà

(gq, (gp, x)) = (gq, x)(x, (gp, gq))(gq, gp)(x, gp)(gp, (gq, x))(x, gq)(gp, gq)(gp, x).

Ïåðåñòàíîâêà (ks, ks+1).

C = (gk1 , (gk2 , . . . (gks , (gks+1
,m))) . . . )),

ãäå m � òîæå êîììóòàòîð. Ïðèìåíèì òîæäåñòâî ê âíóòðåííåìó:

(gks , (gks+1 ,m)) = (gks+1 ,m)m−1(gks+1 , gks)m(m, gks)(gks+1 , (gks ,m))(m, gks+1)(gks , gks+1)(gks ,m),
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÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê
K1 · (gks+1

, (gks ,m)) ·K2.

Ïîñëå èçáàâëåíèÿ îò ïðîèçâåäåíèé ïîëó÷èì

(gk1 , (gk2 , . . . (gks , (gks+1
,m))) . . . )) (gk1 , (gk2 , . . . (gks+1

, (gks ,m))) . . . )).

Çíà÷èò, ïåðâûå t− 1 áóêâû â çàïèñè C ìîæíî ñâîáîäíî ïåðåñòàâëÿòü (ïî ìîäóëþ êîììóòàòîðîâ ìåíüøåé
äëèíû), òî åñòü äîñòàòî÷íî ñëåäèòü òîëüêî çà äâóìÿ ïîñëåäíèìè áóêâàìè. Ïîýòîìó âìåñòî C áóäåì ïèñàòü
(. . . , (gj , gi) . . . ), åñëè ìíîæåñòâî {k1, . . . , kt−2, j, i} ÿñíî èç êîíòåêñòà.

Ïåðåñòàíîâêà (j, i). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

C−1 = ((gk2 , . . . (gkt−2
, (gj , gi))) . . . ), gk1).

Ïðèìåíÿÿ ((a, b), c) = (b, a)(c, (b, a))(a, b) è íà êàæäîì øàãå èçáàâëÿÿñü îò ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷àåì

C−1  (gk1 , ((gk3 , . . . (gkt−2 , (gj , gi)) . . . ), gk2)) (gk1 , (gk2 , ((gk4 , . . . (gkt−2 , (gj , gi)) . . . ), gk3))) · · · 

 (gk1 , (gk2 , . . . (gkt−2
, (gi, gj)) . . . )).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

(. . . , (gj , gi) . . . ) (. . . , (gi, gj) . . . )
−1.

Ïåðåñòàíîâêà (kt−2, j). Ïðèìåíèì òîæäåñòâî Âèòòà-Õîëëà ê ñàìîìó âíóòðåííåìó êîììóòàòîðó
(gkt−2

, (gj , gi)) :

C = (gk1 , (gk2 , . . . (gkt−3 ,K1 · (gi, (gj , gkt−2)) ·K2 · (gj , (gkt−2 , gi)) ·K3) . . . )).

Òåïåðü ïîéì¼ì, êàê èçáàâëÿòüñÿ îò ïðîèçâåäåíèé. Îáîçíà÷èì òðîéíûå êîììóòàòîðû êàê m1 è m2 ñîîò-
âåòñòâåííî.

(gkt−3
,K1 ·m1 ·K2 ·m2 ·K3) (gkt−3

,m1 ·K ·m2) = (gkt−3
,K ·m2) ·m−1

2 K−1(gkt−3
,m1)Km2  

 (gkt−3 ,m2) ·K · (gkt−3 ,m1)

(ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî (a, bc) = (a, c)c−1(a, b)c). Çíà÷èò, ïîøàãîâî ìîæíî âûíåñòè ïðîèçâåäåíèå
íàðóæó è ïîëó÷èòü

(. . . , (gkt−2
, (gj , gi)) . . . ) (. . . , (gi, (gj , gkt−2

)) . . . ) ·K · (. . . , (gj , (gkt−2
, gi)) . . . ).

4.5.3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ëåìì

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.21. Îáîçíà÷èì ðàññìàòðèâàåìûé êîììóòàòîð êàê C :

C = (gk1 , . . . , (gkt−2
, (gj , gi)) . . . ).

Åñòü òðè ñëó÷àÿ:

1. j = max(J). Äâà ïîäñëó÷àÿ:

(a) Åñëè i ∼J j, òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ð¼áåð {i, is}, {is, is−1}, . . . , {i1, j} ∈ K, ãäå {i1, . . . , is} ⊂
{k1, . . . , kt−2}. Òîãäà

C = (. . . , (gj , gi) . . . ) (. . . , (gis , (gj , gi)) . . . ) (. . . , (gi, (gj , gis)) . . . ) ·K · (. . . , (gj , (gis , gi)︸ ︷︷ ︸
=id

) . . . ).

Ïðàâûé êîììóòàòîð ðàâåí åäèíèöå, ïîýòîìó

(. . . , (gj , gi) . . . ) (. . . , (gj , gis) . . . ) · · · (. . . , (gj , gi1)︸ ︷︷ ︸
=id

. . . ) = id = γi∈J .

(b) Åñëè æå i 6∼J j, òî ðàññìîòðèì öåïî÷êó ð¼áåð {i, is}, {is, is−1}, . . . , {i1, i0} ∈ K, ãäå i0 =↘J (i).
Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî

C  (. . . , (gj , gi0) . . . ) Γi0∈J = γi∈J

(ïåðåõîä îò (. . . , (gj , gi0) . . . ) ê Γi0∈J � ïåðåñòàíîâêà ïåðâûõ (t− 2) ýëåìåíòîâ).

26



2. Ñëó÷àé i = max(J) ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó, ò.ê. (. . . , (i, j) . . . ) (. . . , (j, i) . . . )−1.

3. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé i 6= max(J), j 6= max(J). Ïóñòü max(J) = k. Òîãäà

C = (. . . , (gj , gi) . . . ) (. . . , (gk, (gj , gi)) . . . ) (. . . , (gi, (gj , gk)) . . . ) ·K · (. . . , (gj , (gk, gi)) . . . ).

Ñîìíîæèòåëè èìåþò âèä, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.23. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (a, bc) = (a, c)(a, b)((a, b), c), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî TI =
(gm, gisgis−1

. . . gi2gi1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âëîæåííûõ ñãíåçäîâàííûõ âëåâî êîììóòàòîðîâ,
ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî J ⊆ I. Ïîýòîìó

TI  ((. . . ((gm, gis), gis−1
), . . . , gi2), gi1).

×òîáû ïîëó÷èòü êîììóòàòîð, ñãíåçäîâàííûé âïðàâî, ïðèìåíèì òîæäåñòâî ((c, b), a) = (c, b)(a, (b, c))(b, c) :

TI  (gi1 , ((. . . ((gm, gis), gis−1
) . . . , gi3), gi2)) = (gi1 ,K1 · (gi2 , (. . . ((gm, gis), gis−1

) . . . , gi3) ·K2) . . .

· · · (gi1 , (gi2 , . . . ((gis−1 , (gm, gis))) . . . )).

4.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.20

Îáîçíà÷èì êàê H ⊂ F (Λ(K̃)) îáðàç ãîìîìîðôèçìà τ. Ýòà ïîäãðóïïà ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè âèäà

aλ, σ(g−1
m Γλgm), σ((gm, wI)), ∀λ ∈ Λ(K), ∀I ⊂ P.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî H = F (Λ(K̃)), ò.å. ÷òî ai∈J ∈ H, ∀(i ∈ J) ∈ Λ(K̃).

Åñëè λ = (i ∈ J), îáîçíà÷èì |λ| = |J |. Áóäåì äîêàçûâàòü H = F (Λ(K̃)) èíäóêöèåé ïî |λ|. Ïðåäïîëîæå-
íèè èíäóêöèè: ïóñòü ïðè |λ| < t âñå aλ, λ ∈ Λ(K̃), óæå ëåæàò â H.

Äëÿ ñëîâ α, β ∈ F (Λ(K̃)) áóäåì ïèñàòü α β, åñëè α ïîëó÷àåòñÿ èç β óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû èç H.
Ýòî ñîãëàñîâàíî ñ òåì æå îáîçíà÷åíèåì äëÿ êîììóòàòîðîâ çà ñ÷¼ò ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè: åñëè A B
� ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ,òî σ(A) σ(B), ò.ê. σ(êîììóòàòîðû ìåíüøåé äëèíû) ∈ H. Àíàëîãè÷íî, K
áóäåò îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H.

4.6.1 Áàçà èíäóêöèè

Äîêàæåì, ÷òî âñå ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå äëèíû 2 ëåæàò â H.
Äëÿ ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ ai∈{i,j}, j 6= n, ýòî óæå âåðíî, ò.ê. (i ∈ {i, j}) ∈ Λ(K). Îñòàëèñü ñòàí-

äàðòíûå îáðàçóþùèå âèäà ai∈{m,i}. ×òîáû ýòîò êîììóòàòîð áûë ñòàíäàðòíîé îáðàçóþùåé, äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ m 6∼{m,i} i, ÷òî ðàâíîñèëüíî i ∈ P. Ïîýòîìó ai∈{m,i} = σ((gm, w{i})) ∈ H.

4.6.2 Ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå, çàäåéñòâîâàííûå â (gm, wI)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî σ((gm, wI)) ∈ H, ∀I ⊂ P.

Ëåììà 4.25. Ïóñòü I ⊂ P, è âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ t = |I| + 1. Òîãäà ai′∈It{n} ∈ H, ãäå
i′ =↘I (max(I)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = {i1, . . . , is}, i1 < · · · < is.

Èìååì is 6∼It{n} n, ò.ê. I ⊂ P. Âåðøèíà n â K̃It{n} � èçîëèðîâàííàÿ, ïîýòîìó i′ =↘I (is) =↘It{n} (is).
Ïî ëåììå 4.23, (gm, wI) (. . . , (gm, gis) . . . ). Ïî ëåììå 4.21,

(. . . , (gm, gis) . . . ) γis∈It{n} = Γ↘It{n}(is)∈It{n} = Γi′∈It{n}.

Ïîýòîìó
H 3 TI = σ((gm, wI)) σ(Γi′∈It{n}) = ai′∈It{n}.
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4.6.3 Ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå, çàäåéñòâîâàííûå â g−1
m Γλgm

Ïóñòü (i ∈ J) ∈ Λ(K), |J | = t− 1. Ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå 4.24 è ëåììó 4.21:

σ(g−1
m Γi∈Jgm)−1 = σ((gm,Γi∈J)) a−1

i∈J︸︷︷︸
∈H

 σ((gm, (. . . , (gj , gi) . . . ))) 

 σ(γ−1
j∈Jt{m} ·K · γi∈Jt{m}) = a−1

j0∈Jt{m} ·K · ai0∈Jt{m},

ãäå j0 =↘Jt{m} (j), i0 =↘Jt{m} (i).
Çäåñü íàäî äîîïðåäåëèòü ai∈J := id â ñëó÷àå, êîãäà i ∼J max(J), ò.ê. òîãäà γi∈J = id .

Ëåììà 4.26. Åñëè âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ t = |J | + 1, òî, â îáîçíà÷åíèÿõ êàê âûøå,
aj0∈Jt{m} ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j ∼Jt{m} m, òî j0 ∼Jt{m} m, ïîýòîìó aj0∈Jt{m} = id, è âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü
j 6∼Jt{m} m. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. J ∩Q = ∅, òî åñòü J ⊂ P. Òîãäà m � èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà â J t {m}, ïîýòîìó j0 =↘J (max(J)).
Çíà÷èò, aj0∈Jt{m} ∈ H ïî ëåììå 4.25.

2. J ∩Q 6= ∅. Ïóñòü v ∈ J ∩Q, è i1 =↘J (v). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè íåò j, òàê êàê

òîãäà j è m ëåæàëè áû â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè êîìïëåêñà K̃Jt{m} (ñóùåñòâîâàë áû ïóòü èç j
â v, à âåðøèíû v è n ñîåäèíåíû ðåáðîì).

Òî åñòü i1 6∼J j. Çíà÷èò, (i1 ∈ J) ∈ Λ(K). Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïåðåä ëåììîé, äàþò

σ(g−1
m Γi1∈Jgm)−1  a−1

j0∈Jt{m} ·K · a↘Jt{m}(i1).

Òðåòèé ñîìíîæèòåëü òðèâèàëåí, ò.ê. i1 ∼Jt{m} m. Â ëåâîé ÷àñòè òîæå ñòîèò ýëåìåíò èç H. Çíà÷èò,
ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðèíàäëåæèò H, ÷.ò.ä.

Ëåììà 4.27. Ïóñòü (i ∈ J t {m}) ∈ Λ(K̃), ïðè÷¼ì i 6∼J max(J), è âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ
t = |J |+ 1. Òîãäà ai∈Jt{m} ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j = max(J). Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî, ÷òî ai∈J � ñòàíäàðòíàÿ îáðàçóþùàÿ.
ßñíî, ÷òî i 6∼J j, ò.ê. ïî óñëîâèþ i 6∼Jt{m} j. Òàêæå i ≥↘J (i) ≥↘Jt{m} (i) = i (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî �

ïî óñëîâèþ). Äîêàçàíî.
Èòàê, (i ∈ J) ∈ Λ(K), ïîýòîìó ðàññóæäåíèå èç ïóíêòà 4.6.3 äà¼ò

σ(g−1
m Γi∈Jgm)−1  a−1

j0∈Jt{m} ·K · ai0∈Jt{m}.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ëåæèò â H ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðàâîé ÷àñòè � ïî ëåììå 4.26,
âòîðîé ñîìíîæèòåëü � ïî îïðåäåëåíèþ. Çíà÷èò, ai0∈Jt{m} ∈ H. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî i0 =↘Jt{m} (i) = i,

ò.ê. (i ∈ J t {m}) ∈ Λ(K̃).

Ëåììà 4.28. Ïóñòü (i ∈ J t {m}) ∈ Λ(K̃), ïðè÷¼ì i ∼J max(J), è âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ
t = |J |+ 1. Òîãäà ai∈Jt{m} ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì j = max(J). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. J ⊂ P. Äîêàæåì, ÷òî i =↘J (j) (òîãäà òðåáóåìîå ñëåäóåò èç ëåììû 4.26). Äåéñòâèòåëüíî: i ∼J j;
åñëè i′ ∼J j è i′ < i, òî i′ ∼Jt{m} i è i′ < i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî i =↘Jt{m} (i).

2. J ∩ Q 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà KJ íåñâÿçåí. Äåéñòâèòåëüíî: i 6∼Jt{m} m, íî ñóùåñòâóåò âåðøèíà
v ∈ J ∩Q. Îíà ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ m, ïîýòîìó v ∼Jt{m} m. Çíà÷èò, i 6∼J v.
Ïóñòü òåïåðü v0 =↘J (v). Òîãäà Γv0∈J � ñòàíäàðòíàÿ îáðàçóþùàÿ, ò.ê. èç v 6∼J i ñëåäóåò v0 6∼J j.
Ïðèìåíèì ê ýòîé îáðàçóþùåé ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà 4.6.3. Â ÷àñòíîñòè, âåðíà ëåììà 4.26. Ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå, ò.ê. i =↘Jt{m} (j) = i0.
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4.6.4 Äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóêöèè; çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Ïóñòü aλ ∈ H ïðè âñåõ |λ| < t. Ïóñòü (i ∈ J ′) ∈ Λ(K̃), |J ′| = t. Äîêàæåì, ÷òî ai∈J′ ∈ H. Åñòü òðè ñëó÷àÿ:

1. J ′ ⊂ [m− 1]. Òîãäà ai∈J′ ∈ F (Λ(K)) ⊂ H.

2. J ′ = J t {m}, i 6∼J max(J). Ýòîò ñëó÷àé ïîêðûâàåòñÿ ëåììîé 4.27.

3. J ′ = J t {m}, i ∼J max(J). Ýòîò ñëó÷àé ïîêðûâàåòñÿ ëåììîé 4.28.

5 Îáîáùåíèå: ñîîòíîøåíèÿ â Ker((G)K → (G)[m])

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3 äîâîëüíî åñòåñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé äèñêðåòíûõ ãðóïï. Òî÷íî òàê æå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 2.2 è 2.4.

5.1 Óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Åñòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ôîðìóëû Õîõñòåðà:

Ïðåäëîæåíèå 5.1 ([BBCG]). Ïóñòü (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 � íàáîð èç m êëåòî÷íûõ ïàð, òàêîé ÷òî
âñå Xi ñòÿãèâàåìû. Òîãäà

Hp((X,A)K) ' H̃p−1(
∨

J⊂[m]

(
|KJ | ∧ (A)∧J

)
),

ãäå (A)∧J :=
∧
j∈J Aj � ñìýø-ïðîèçâåäåíèå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ýòî ïðåäëîæåíèå òîëüêî â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå:

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè G = (G1, . . . , Gm) � íàáîð äèñêðåòíûõ ãðóïï, |Gj | = nj , òî

Hp((EG,G)K) '
⊕
J⊂[m]

H̃p−1(KJ)⊕(nJ−1),

ãäå nJ :=
∏
j∈J(nj − 1) + 1 =

∣∣(G)∧J
∣∣ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A äèñêðåòíî, |A| = n, òî X ∧A = X∨(n−1), òàê ÷òî H̃k(X ∧A) = H̃k(X)⊕(n−1).
Åñëè A è B äèñêðåòíû, |A| = n, |B| = m, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, |A ∧ B| = (m − 1)(n − 1) + 1; èç

àññîöèàòèâíîñòè ñìýø-ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìóëà îáîáùàåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 5.3 ([PV2, òåîðåìà 5.2]). Ïóñòü G1, . . . , Gm � íåòðèâèàëüíûå äèñêðåòíûå ãðóïïû. Òîãäà
π1((EG,G)K) èìååò ìèíèìàëüíûé íàáîð èç∑

J⊂[m]

(nJ − 1)̃b0(KJ)

îáðàçóþùèõ âèäà
(gk1 , (gk2), . . . , (gkl−2

, (gj , gi)) . . . )),

ãäå J = {k1, . . . , kl−2, j, i}, |J | = l, k1 < · · · < kl−2 < j > i, gk ∈ Gk \ {1}, è i � íàìåíüøàÿ âåðøèíà â
íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîäêîìïëåêñà KJ , íå ñîäåðæàùåé j.

Çàìå÷àíèå 5.4. Åñëè âñå Gi êîíå÷íû, òî ìèíèìàëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ, êàê è â ñëó÷àå π1(RK), ñîïîñòàâ-
ëåíèåì ðàíãîâ π1 è H1 : ïî ñëåäñòâèþ âûøå,

rankH1((EG,G)K) =
∑
J⊂[m]

rank H̃0(KJ) · (nJ − 1).
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5.2 Îáîáùåíèå îöåíîê

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ, G1, . . . , Gm � êîíå÷íûå
íåòðèâèàëüíûå ãðóïïû, è π1((EG,G)K) çàäàíà

∑
J⊂[m] b̃0(KJ)(nJ−1) îáðàçóþùèìè èM ñîîòíîøåíèÿìè,

ïðè÷¼ì M � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå. Òîãäà

rank

 ⊕
J⊂[m]

(H1(KJ))⊕(nJ−1)

 ≤M ≤ rank

(
∗
J⊂[m]

(Π1(KJ))∗(nJ−1)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ îáîáùåíèå ôîðìóëû Õîõñòåðà è òåîðåìó Ãðóøêî, ïåðåéä¼ì ê ýêâèâàëåíòíûì
íåðàâåíñòâàì

rankH2((EG,G)K) ≤M ≤
∑
J⊂[m]

(nJ − 1) rank Π1(KJ).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé îöåíêè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç ïóíêòà 3.1: (EG,G)K àñôåðè÷íî,
à ðàíã H1((EG,G)K) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì îáðàçóþùèõ, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèé íå áîëüøå, ÷åì ðàíã
âòîðûõ ãîìîëîãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé îöåíêè ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â ïóíêòå 3.2. Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü
ïðàâèëüíóþ êëåòî÷íóþ ìîäåëü äëÿ (EG,G)K.

Îáîçíà÷èì êîíóñ íàä íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì k òî÷åê pttk êàê Stark. Òîãäà (EGi, Gi) ' (coneGi, Gi) =
(Starni ,pttni). Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Gi äåéñòâóåò íà ýòîé ïàðå óìíîæåíèåì ñëåâà. Ïðîñòðàíñòâî îðáèò �
ýòî êëåòî÷íàÿ ïàðà (îòðåçîê, êîíåö îòðåçêà). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå Gi = Z2 ïîëó÷àåì äåéñòâèå Z2 íà [−1, 1].

Âçÿâ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ïàð, ïîëó÷èì äåéñòâèå
∏m
i=1Gi íà ïðîñòðàíñòâå

∏m
i=1 Starni

'
(EG,G)[m]. Ïðîñòðàíñòâî (Starn,pttn)K, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå (EG,G)K, ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ñ
ïîìîùüþ âçÿòèÿ îáðàòíîãî îáðàçà:

(Starn,pttn)K //

��

(Starn,pttn)[m] =
∏m
i=1 Starni

/
∏
Gi

��
cc(K)

� � // [0, 1]m.

Òî åñòü ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (EG,G)K èìååò êîíå÷íóþ êëåòî÷íóþ ìîäåëü, ñêëååííóþ èç
∏m
i=1 ni

êîïèé cc(K), âëîæåííûõ â m-ìåðíûå êóáèêè. Íà ýòîé ìîäåëè äåéñòâóåò
∏m
i=1Gi; ïðîñòðàíñòâî îðáèò �

ýòî cc(K).
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ RK, ýòè êóáèêè åñòåñòâåííî èíäåêñèðîâàòü íå ïîäìíîæåñòâàìè J ⊂ [m], à íà-

áîðàìè ÷èñåë (x1, . . . , xm), xi ∈ {1, . . . , ni}. Áóäåì, êàê è â ïóíêòå 3.2, ïðèêëåèâàòü êîïèè cc(K) �ïî
âîçðàñòàíèþ�: êóáèê (x1, . . . , xm) ìîæíî ïðèêëåèâàòü, òîëüêî åñëè

(x1 − 1, . . . , xm), (x1, x2 − 1, . . . , xm), . . . , (x1, . . . , xm−1, xm − 1)

óæå ïðèêëååíû. Òîãäà êîïèÿ cc(K), ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàáîðó (x1, . . . , xm), ïðèêëåèâàåòñÿ ïî ïîäêîìïëåêñó
∪j∈JstK(j), ãäå J = {j : xj 6= 0}. Î÷åâèäíî, ïîäìíîæåñòâó J ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî

∏
j∈J(nj − 1) = nJ − 1

òàêèõ íàáîðîâ (x1, . . . , xm). Ïðèìåíèâ ëåììó 3.14, ïîëó÷àåì ðîâíî
∑
J⊂[m](nJ − 1)̃b0(KJ) îáðàçóþùèõ è∑

J⊂[m](nJ − 1) rank Π1(KJ) ñîîòíîøåíèé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå. Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåíû
äâå êëåòî÷íûå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâ (EG,G)K, ó êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íàáîðû G, à òàêæå ïî îäíîé
êîïèè cc(K), âëîæåííîé â íèõ. Ãðóïïû èçîáðàæåíû ðÿäîì ñ âåðøèíàìè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

6 Ñîîòíîøåíèÿ â H∗(ΩZK;F) äëÿ ôëàãîâûõ K
Â ýòîì ðàçäåëå âñå ãîìîëîãèè � ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

6.1 Ãëîáàëüíî äâóìåðíûå àëãåáðû è êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûå ìíîæåñòâà

ßñíî, ÷òî èçó÷åíèå àññîöèàòèâíûõ àëãåáð, çàäàííûõ îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè (ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ îáðàçóþùèõ) ðàâíîñèëüíî èçó÷åíèþ èäåàëîâ â òåíçîðíûõ àëãåáðàõ; ýëåìåíòû ýòèõ èäåàëîâ áóäåì
íàçûâàòü ñîîòíîøåíèÿìè.
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Ðèñ. 10: Êîíå÷íûå êëåòî÷íûå ìîäåëè äëÿ (EG,G)K

Îïðåäåëåíèå 6.1 ([An]). Ïóñòü T = T (a1, . . . , aN ) � òåíçîðíàÿ ìóëüòèãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, ïî-
ðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè íåíóëåâûõ ñòåïåíåé; r1, . . . , rM � íåêîòîðûå å¼ îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ñòåïåíåé
d1, . . . , dM ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì êàêîé-òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà {a1, . . . , aN}. Îáîçíà÷èì êàê mj

ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíûé ìîíîì ïîëèíîìà rj .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð ñîîòíîøåíèé r1, . . . , rM êîìáèíàòîðíî ñâîáîäåí (îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî

ïîðÿäêà), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. m1, . . . ,mM ïîïàðíî ðàçëè÷íû;

2. �íà÷àëî ìîíîìà íå ìîæåò ñîâïàñòü ñ êîíöîì ìîíîìà�: åñëè mj1 = uv, mj2 = wu, ãäå u 6= 1, òî
v = w = 1, j1 = j2;

3. �ìîíîì íå ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãîé ìîíîì�: åñëè mj1 � ïîäñòðîêà â mj2 (òî åñòü mj2 = v ·mj1 ·w äëÿ
êàêèõ-òî ìîíîìîâ v, w), òî v = w = 1, j1 = j2.

Çàìå÷àíèå 6.2. Óñëîâèå 2 íå çàïðåùàåò ñèòóàöèþ, îïèñàííóþ â óñëîâèè 3, ò.ê. â óñëîâèè 2 òðåáóåì h > 1
(ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà �êîíåö� ìîíîìà íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ìîíîìîì).

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü A = T (a1, . . . , aN )/I, ãäå äâóñòîðîííèé èäåàë I ⊂ T (a1, . . . , aN ) ïîðîæä¼í
îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè r1, . . . , rM . Òîãäà ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

1. TorA3 (F,F) = 0, à r1, . . . , rM � ìèíèìàëüíûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ I;

2. 1
F (A;λ) = 1−

∑N
i=1 λ

|ai| +
∑M
j=1 λ

|rj |.

Îáà óòâåðæäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè íàáîð r1, . . . , rM êîìáèíàòîðíî ñâîáîäåí â T (a1, . . . , aN ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [An, òåîðåìû 2.6, 3.1] è [AD].

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî: íàáîð {ab−ba, bc−cb} íå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûì â T (a, b, c),
åñëè óïîðÿäî÷èòü ïåðåìåííûå êàê a < b < c, íî îí çàäà¼ò ãëîáàëüíî äâóìåðíóþ àëãåáðó, ò.ê. îí êîìáèíà-
òîðíî ñâîáîäåí ïðè óïîðÿäî÷åíèè b < a < c.

6.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3

Ðàññóæäåíèÿ â ýòîì ïóíêòå ïðîõîäÿò ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî [BP, ïðåäëîæåíèå 8.5.4].
Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó äîêàçûâàåìîé òåîðåìû:

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé ãðàäóèðîâêå

1

F (H∗(ΩZK);λ)
= −

∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)λJ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî îáîáùèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ ñëó÷àÿ N≥0-ãðàäóèðîâêè.
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Ëåììà 6.5. Êîëüöî Ñòýíëè-Ðàéñíåðà F[K] := F[v1, . . . , vm]/
(∏

j∈J vj : J /∈ K
)
ñ Nm≥0-ãðàäóèðîâêîé |vi| :=

ei èìååò ðÿä Ïóàíêàðå

F (F[K];λ) =
∑
I⊂K

λI∏
i∈I(1− λei)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, âñå ìîíîìû âèäà
∏
i∈I v

αi
i , ãäå I ∈ K, à αi � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå

öåëûå ÷èñëà, îáðàçóþò àääèòèâíûé áàçèñ F[K] (îñòàëüíûå ìîíîìû ëåæàò â èäåàëå). Ïî òàêîìó ìîíîìó I
âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Çàôèêñèðóåì I ∈ K è ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F[K] ñ áàçèñîì èç ìîíîìîâ óêàçàííîãî
âûøå âèäà. Ýòîò áàçèñ ïîëó÷àåòñÿ èç àääèòèâíîãî áàçèñà êîëüöà F[v1, . . . , vm] óìíîæåíèåì íà ìîíîì∏
i∈I vi, èìåþùèé ñòåïåíü

∑
i∈I ei. Òàê êàê

F (F[vi : i ∈ I];λ) = F (⊗i∈IF[vi];λ) =
∏
i∈I

F (F[vi];λ) =
∏
i∈I

1

1− λei
,

ðàññìàòðèâàåìîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò ðÿä Ïóàíêàðå

λI∏
i∈I(1− λei)

.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî F[K] ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïî âñåì I ⊂ K.

Ëåììà 6.6. F (Λ[u1, . . . , um];λ) =
∏
i∈[m](1 + λei).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà àëãåáðà èìååò àääèòèâíûé áàçèñ èç ìîíîìîâ âèäà ui1 ∧ ui2 ∧ · · · ∧ uik , ãäå i1, . . . , ik
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ëåììà 6.7. Åñëè K ôëàãîâûé, òî F (F[K];−λ) · F (H∗(Ω(CP∞)K);λ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. K ôëàãîâûé, ïîýòîìó ëþáîå ïðîèçâåäåíèå âèäà
∏
j∈J vj , J /∈ K, äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå

vivj , ãäå {i, j} /∈ K, i, j ∈ J. Ïîýòîìó

F[K] = F[v1, . . . , vm]/

∏
j∈J

vj : J /∈ K

 = F[v1, . . . , vm]/ (vivj : {i, j} /∈ K) =

= T (v1, . . . , vm)/ (vivj = 0, {i, j} /∈ K; vivj − vjvi = 0, {i, j} ∈ K) .

Íàïîìíèì, ÷òî

A := H∗(Ω(CP∞)K) ' T (u1, . . . , um)/
(
u2
i = 0, i = 1 . . .m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K

)
.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà àëãåáðà Nm≥0-ãðàäóèðîâàíà (|ui| = ei); ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà íåé åñòü îáû÷íàÿ N≥0-
ãðàäóèðîâêà ui 7→ 1, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü äëèíîé. Èìååì

A =
⊕
i∈N≥0

Ai, Ai =
⊕

α∈Nm
≥0

: |α|=i

Aα.

Äàëåå íàäî àäàïòèðîâàòü íà ìóëüòèãðàäóèðîâàííûé ñëó÷àé ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ïðî äâîéñòâåí-
íîñòü Êîøóëÿ (ñì., íàïðèìåð, [L�o, ïóíêò 1.2]).

Ðàññìîòðèì N≥0 × Nm≥0-ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ⊗F F[K], ãäå îáðàçóþùåé ui ∈ A
ïðèïèñûâàåòñÿ ãðàäóèðîâêà (1, ei), à îáðàçóþùåé vi ∈ F[K] � ãðàäóèðîâêà (0, ei). Ýòî ñâîáîäíûé F[K]-
ìîäóëü. Â ñòàòüå Ôðîáåðãà ([Fr, òåîðåìà èç ï.3]) ïîêàçàíî, ÷òî íà A⊗ F[K] ìîæíî ââåñòè äèôôåðåíöèàë
áèñòåïåíè (−1, 0) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ Nm≥0-ãðàäóèðîâàííîé ðåçîëüâåíòîé

· · · → A2 ⊗ F[K]→ A1 ⊗ F[K]→ A0 ⊗ F[K]→ F→ 0

òðèâèàëüíîãî F[K]-ìîäóëÿ F (Ôðîáåðã ðàññìàòðèâàåò N≥0-ãðàäóèðîâêó âìåñòî Nm≥0-ãðàäóèðîâêè, íî êîí-
ñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ äîñëîâíî). Òî åñòü ãîìîëîãèè öåïíîãî êîìïëåêñà

· · · → A2 ⊗ F[K]→ A1 ⊗ F[K]→ A0 ⊗ F[K]→ 0

ñîñðåäîòî÷åíû â íóëåâîé ðàçìåðíîñòè è ðàâíû F. Â ãðàäóèðîâàííîé êîìïîíåíòå ñòåïåíè α èìååì öåïíîé
êîìïëåêñ

· · · →
⊕

β∈Nm
≥0
, |β|=i

Aβ ⊗ (F[K])α−β →
⊕

β∈Nm
≥0
, |β|=i−1

Aβ ⊗ (F[K])α−β → . . .
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Çàïèøåì åãî ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó:

χα =
∑
β

(−1)|β| dimAβ dim(F[K])α−β .

Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

χα =

{
0, α 6= 0;

1, α = 0,

òî åñòü

1 =
∑
α

χαλ
α =

∑
α,β

(−1)|β|λα dimAβ dim(F[K])α−β =
∑
α,β

λα−β dim(F[K])α−β · (−λ)β dimAβ = F (F[K];λ)·F (A;−λ),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2.29 è ëåììó 6.7:

G(λ) :=
1

F (H∗(ΩZK);λ)
=

F (Λ[u1, . . . , um];λ)

F (H∗(Ω(CP∞)K);λ)
= F (Λ[u1, . . . , um];λ) · F (F[K];−λ).

Òåïåðü ïîäñòàâèì ðÿäû Ïóàíêàðå, âû÷èñëåííûå âûøå:

G(λ) =
∏
j∈[m]

(1 + λej ) ·
∑
I⊂K

(−λ)I∏
i∈I(1 + λei)

=
∑
I⊂K

(−1)|I|λI
∏

j∈[m]\I

(1 + λej ).

Äëÿ êàæäîé ïàðû (I, J), ãäå I ⊂ J ⊂ [m] è I ∈ K, ýòà ñóììà ñîäåðæèò ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó (−1)|I|λJ .
Çàìåòèì, ÷òî

KJ = {I ⊂ J : I ∈ K}.
Ïîýòîìó

G(λ) =
∑
J⊂[m]

λJ
∑
I∈KJ

(−1)|I| =
∑
J⊂[m]

λJ
|J|∑
s=0

∑
I∈KJ :
|I|=s

(−1)s =
∑
J⊂[m]

λJ
|J|∑
s=0

(−1)s dim C̃s−1(KJ) =
∑
J⊂[m]

λJ ·(−χ̃(KJ)),

÷òî è òðåáîâàëîñü (â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî χ(C•) = χ(H•(C, d)) äëÿ ïðèâåä¼ííîãî
êîìïëåêñà ñèìïëèöèàëüíûõ öåïåé íà KJ ; àóãìåíòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò (-1)-ìåðíîìó ñèìïëåêñó ∅ ∈ K).

6.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêè.

Îïðåäåëåíèå 6.8. G(n) := {K | K ôëàãîâûé, èTor
H∗(ΩZK;F)
n+1 (F,F) = 0}. Â ÷àñòíîñòè,

G(2) = {K | K ôëàãîâûé, è H∗(ΩZK;F) ãëîáàëüíî äâóìåðíà}.

Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü K� ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.

1. Åñëè K ∈ G(2), òî àëãåáðà H∗(ΩZK;F) ìîæåò áûòü çàäàíà íàáîðîì ñîîòíîøåíèé, êîòîðûé ñîäåð-
æèò ïî b0(KJ)−χ(KJ) ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè

∑
j∈J ej äëÿ êàæäîãî J ⊂ [m], è íå ñîäåðæèò äðóãèõ

ñîîòíîøåíèé.

2. Ïóñòü íàéäåí êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûé íàáîð èç
∑
J⊂[m] b0(KJ)− χ(KJ) òîæäåñòâ, êîòîðûì óäî-

âëåòâîðÿåò H∗(ΩZK;F), è èç íèõ ðîâíî b0(KJ)−χ(KJ) èìåþò ñòåïåíü
∑
j∈J ej . Òîãäà H∗(ΩZK;F)

çàäà¼òñÿ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, è K ∈ G(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî óñëîâèþ, Tor
H∗(ΩZK;F)
3 (F,F) = 0. Ïóñòü ìèíèìàëüíûé íàáîð ñîäåðæèò M ñîîò-

íîøåíèé, è i-îå ñîîòíîøåíèå èìååò ñòåïåíü di. Ñîïîñòàâèâ òåîðåìó 1.3 è ïðåäëîæåíèå 6.3, ïîëó÷èì

1−
∑
J⊂[m]

b̃0(KJ) · λJ +

M∑
i=1

λdi = F (H∗(ΩZK;F);λ) = −
∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)λJ .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå λdi ñîâïàëî ñ êàêèì-òî λJ . Ïóñòü ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè J ðîâíî MJ . Òîãäà

1 +
∑
J⊂[m]

(MJ − b̃0(KJ))λJ = −
∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)λJ ,
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òî åñòü ∑
J⊂[m]

MJλ
J = −1 +

∑
J⊂[m]

(̃b0(KJ)− χ̃(KJ))λJ

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè X 6= ∅ èìååì b̃0(X)−χ̃(X) = b0(X)−χ(X), à ïðè X = ∅ ïåðâàÿ ðàçíîñòü
íà åäèíèöó áîëüøå.

2. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A, çàäàííóþ òåìè æå îáðàçóþùèìè, ÷òî è H∗(ΩZK;F), è íàéäåííûì íàáîðîì
ñîîòíîøåíèé. Òàê êàê H∗(ΩZK;F) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì, çàäàþùèì ýòó àëãåáðó, H∗(ΩZK;F)
� ôàêòîðàëãåáðà A.

Íàáîð ñîîòíîøåíèé êîìáèíàòîðíî ñâîáîäíûé, ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 6.3 A ãëîáàëüíî äâóìåðíà, è
íåðàâåíñòâî Ãîëîäà-Øàôàðåâè÷à îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Çíà÷èò,−

∑
J⊂[m] χ̃(KJ)λJ � ðÿä Ïóàíêàðå

àëãåáðû A, òî åñòü F (A;λ) = F (H∗(ΩZK;F);λ). Ïîýòîìó A = H∗(ΩZK;F).

6.4 Ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû

6.4.1 Ïîèñê ñîîòíîøåíèé è ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè G(2)

Ïðåäëîæåíèå 6.10. Ïóñòü K � ôëàãîâûé. Ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïîçâîëÿåò íàéòè
íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ â H∗(ΩZK;F) è, âîçìîæíî, óñòàíîâèòü, âåðíî ëè K ∈ G(2) :

1. Âû÷èñëèòü áàçèñ è òàáëèöó óìíîæåíèÿ ñóïåðàëãåáðû Ëè

π∗(Ω(CP∞)K)⊗ F = FSL(u1, . . . , um)/([ui, ui] = 0, i = 1 . . .m; [ui, uj ] = 0, {i, j} ∈ K),

ðàññìàòðèâàåìóþ êàê ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé ñóïåðàëãåáðû Ëè, äî ðàçìåðíîñòè m âêëþ÷èòåëüíî
(ñ òî÷êè çðåíèÿ ìóëüòèãðàäóèðîâêè � âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ âèäà J, J ⊂ [m]).

2. Ïåðåáðàòü âñå J ⊂ [m], òàêèå ÷òî χ(KJ) 6= b0(KJ), â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (åñëè J1 ⊂ J2, òî J1

äîëæåí èäòè ðàíüøå). Äëÿ êàæäîãî èç íèõ:

(a) Âûïèñàòü îáðàçóþùèå ïîäàëãåáðû H∗(ΩZKJ
), îïèñàííûå â ïðåäëîæåíèè 2.25.

(b) Ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå (èòåðèðîâàííûå, âëîæåííûå) êîììóòàòîðû îò ýòèõ îáðàçóþùèõ,
èìåþùèå ñòåïåíü J.

(c) Âûðàçèòü ýòè êîììóòàòîðû ÷åðåç àääèòèâíûé áàçèñ, âû÷èñëåííîãî íà ïåðâîì øàãå.

(d) Íàéòè ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êîììóòàòîðàìè: îæèäàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøå-
íèé, íå âûòåêàþùèõ èç ðàíåå íàéäåííûõ è òîæäåñòâà ßêîáè, ðîâíî b0(KJ)−χ(KJ). Åñëè ýòî
íå òàê, òî K 6∈ G(2).

3. Ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûé íàáîð ñîîòíîøåíèé êîìáèíàòîðíî ñâîáîäåí (ñðàçó èëè, âîçìîæíî, ïî-
ñëå ïîäñòàíîâêè îäíèõ ñîîòíîøåíèé â äðóãèå). Åñëè ýòî òàê, òî K ∈ G(2), è íàéäåííûå ñîîòíî-
øåíèÿ çàäàþò H∗(ΩZK;F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå øàãà 3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4. Óòâåðæäåíèå øàãà 2.(d) äîêàæåì îò ïðî-
òèâíîãî: ïóñòü K ∈ G(2). Òîãäà ìèíèìàëüíûé íàáîð ñîîòíîøåíèé äîëæåí ñîäåðæàòü ïî b0(KJ) − χ(KJ)
ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè J äëÿ êàæäîãî J ⊂ [m], è íå ñîäåðæàòü ñîîòíîøåíèé äðóãèõ ñòåïåíåé.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî H∗(ΩZK;F) = U(π∗(ΩZK) ⊗ F), à ìèíèìàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ àë-
ãåáðû U(g) ëèåâû äëÿ ëþáîé F-ñóïåðàëãåáðû Ëè g (ýòî âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåíòû
U(g)−ìîäóëÿ F). Çíà÷èò, â õîäå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé ìû äîëæíû áûëè íàéòè âñå ñîîòíî-
øåíèÿ.

Øàãè 1 è 5 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà SuperLie äëÿ Wolfram Mathematica [SL] (ïî êðàéíåé
ìåðå, ïðè m ≤ 7), ïîýòîìó äëÿ ÷åëîâåêà âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó.

Ïðèìåð (îäèí èç ìèíèìàëüíûõ êîìïëåêñîâ, ðåàëèçóþùèõ íåòðèâèàëüíûå òðîéíûå ïðîèçâåäåíèÿ
Ìàññè â ZK).

1

2

3

4

5 6
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Âûïèøåì îáðàçóþùèå H∗(ΩZK;F) êàê ïîäàëãåáðû â ñóïåðàëãåáðå SLK :

x1 = [u5, u1], x2 = [u6, u1], x3 = [u4, u2], x4 = [u6, u2], x5 = [u5, u3], x6 = [u6, u3], x7 = [u5, u4];

y1 = [u2, [u6, u1]], y2 = [u3, [u5, u1]], y3 = [u3, [u6, u1]], y4 = [u4, [u5, u1]], y5 = [u5, [u6, u1]],

y6 = [u3, [u6, u2]], y7 = [u2, [u5, u4]], y8 = [u4, [u6, u2]], y9 = [u4, [u5, u3]], y10 = [u5, [u6, u3]];

z1 = [u2, [u3, [u6, u1]]], z2 = [u3, [u4, [u5, u1]]], z3 = [u3, [u5, [u6, u1]]].

Ïîìèìî íåñâÿçíûõ ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ, íåòðèâèàëüíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà åñòü òîëüêî ó
K12456, K23456, K123456. Âñå òðè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îêðóæíîñòè, ïîýòîìó îæèäàåòñÿ, ÷òî â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ áóäåò îáíàðóæåíî ïî îäíîìó ñîîòíîøåíèþ. Ñòåïåíü e1 +e2 +e4 +e5 +e6 èìåþò
ýëåìåíòû

[x1, y8], [x2, y7], [x3, y5], [x4, y4], [x7, y1];

ñòåïåíü e2 + e3 + e4 + e5 + e6 èìåþò ýëåìåíòû

[x3, y10], [x4, y9], [x5, y8], [x6, y7], [x7, y6];

ñòåïåíü e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 � ýëåìåíòû

[x3, z3], [x4, z2], [x7, z1], [y1, y9], [y2, y8], [y3, y7], [y4, y6],

[x1, [x3, x6]], [x3, [x6, x1]], [x2, [x3, x5]], [x3, [x5, x2]].

Ïðîãðàììà âûðàæàåò èõ ÷åðåç íåêîòîðûé ñòàíäàðòíûé áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàäóèðîâàííîé êîìïî-
íåíòû äàííîé àëãåáðû Ëè. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòèõ êîìïîíåíòàõ äåéñòâèòåëüíî ïî îäíîìó
ñîîòíîøåíèþ: à èìåííî,

[x1, y8] + [x2, y7] + [x3, y5] + [x4, y4]− [x7, y1] = 0;

[x3, y10] + [x4, y9]− [x5, y8] + [x6, y7] + [x7, y6] = 0;

−[x1, [x3, x6]] + [x2, [x3, x5]] + [x3, z3] + [x4, z2] + [x7, z1] + [y1, y9] + [y2, y7]− [y2, y8] + [y4, y6] = 0.

Èõ ñòàðøèå ìîíîìû (ïðè óïîðÿäî÷èâàíèè x1 > · · · > z3) �

x1y8, x3y10, x1x3x6.

Îíè �íå ïåðåêðûâàþòñÿ�, ïîýòîìó íàáîð èç ýòèõ òð¼õ ñîîòíîøåíèé êîìáèíàòîðíî ñâîáîäåí. Òî åñòü K ∈
G(2), è äàííûå òðè ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò H∗(ΩZK;F) êàê àëãåáðó.

6.4.2 Êîíòðïðèìåð: ãðàíèöà îêòàýäðà

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ôëàãîâûé êîìïëåêñ, ó êîòîðîãî åñòü âòîðûå ãîìîëîãèè: K � ãðàíèöà îêòàýäðà, òî
åñòü äæîéí òð¼õ äâóõòî÷å÷íûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Èìååì ZK ' S3×S3×S3. Ïî òåîðåìå Ñåððà,
òîëüêî òðåòüÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà S3 èìååò íåòðèâèàëüíóþ ñâîáîäíóþ ÷àñòü. Ïîýòîìó π∗(ΩZK)⊗F �
àëãåáðà Ëè ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè ñòåïåíè 2 è íóëåâûì êîììóòàòîðîì, òàê ÷òî H∗(ΩZK) ⊗ F = F[a, b, c].
Å¼ ðÿä Ïóàíêàðå � ýòî ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ Ïóàíêàðå äëÿ F[a], F[b], F[c] :

F (H∗(ΩZK;F);λ) =
1

(1− λ1λ2)(1− λ3λ4)(1− λ5λ6)
.

Êàê àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, îíà ìîæåò áûòü çàäàíà òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

F[a, b, c] = T (a, b, c)/(ab− ba, ac− ca, bc− cb).

Ýòîò íàáîð íå êîìáèíàòîðíî ñâîáîäåí, ò.ê. ab çàêàí÷èâàåòñÿ íà áóêâó, íà êîòîðóþ íà÷èíàåòñÿ bc. Êðîìå

òîãî, TorF[a,b,c](F,F) ' Λ[a, b, c], òî åñòü Tor
F[a,b,c]
3 (F,F) 6= 0. Ïîýòîìó òåîðåìà 1.4 íåïðèìåíèìà.

Ïîïðîáóåì îöåíèòü ñíèçó êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé â ýòîé àëãåáðå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãîëîäà-
Øàôàðåâè÷à. Ïóñòü ðîâíî rα ñîîòíîøåíèé èìåþò ñòåïåíü λα. Òîãäà íåðàâåíñòâî Ã.-Ø. óòâåðæäàåò, ÷òî

1− λ1λ2 − λ3λ4 − λ5λ6 +
∑
α rαλ

α

(1− λ1λ2)(1− λ3λ4)(1− λ5λ6)
≥ 1,

òî åñòü âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà∑
α rαλ

α − λ1λ2λ3λ4 − λ1λ2λ5λ6 − λ3λ4λ5λ6 + λ1λ2λ3λ4λ5λ6

(1− λ1λ2)(1− λ3λ4)(1− λ5λ6)

35



íåîòðèöàòåëüíû. Â äàííîì ñëó÷àå åñòü âîçìîæíîñòü ïåðåéòè îò N6
≥0-ãðàäóèðîâêè ê N3

≥0-ãðàäóèðîâêå è
îáðàçóþùèì µ1 = λ1λ2, µ2 = λ3λ4, µ3 = λ5λ6, êîòîðûì ïðèïèøåì ñòåïåíè e1, e2, e3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëó÷àåì ∑

i,j,k rijkµ
i
1µ
j
2µ
k
3 − µ1µ2 − µ2µ3 − µ1µ3 + µ1µ2µ3

(1− µ1)(1− µ2)(1− µ3)
≥ 0.

Êîýôôèöèåíò ýòîãî ðÿäà ïðè µ1µ2 ðàâåí r110 + r100 + r010 + r000−1 ≥ 0. Ñîîòíîøåíèé âèäà γa = 0, δb = 0
èëè ε = 0 â ýòîé àëãåáðå íåò. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â r110 ≥ 1, ò.å. â �ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå,
â êîòîðîì a è b çàäåéñòâîâàíû ïî îäíîìó ðàçó�; î÷åâèäíî, îíî èìååò âèä [a, b] = 0, ò.ê. âñå ñîîòíîøåíèÿ â
óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ � ëèåâû. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè äðóãèå äâà ñîîòíîøåíèÿ [b, c] = [a, c] =
0, íî ýòîò ìåòîä íå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü èõ äîñòàòî÷íîñòü.
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