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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m] = {1, . . . ,m}. Ìû èçó÷àåì
ñëåäóþùèå ãîìîòîïè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà ZK :

• åãî àëãåáðó Ïîíòðÿãèíà H∗(ΩZK;k), ãäå k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé;
• åãî êàòåãîðèþ Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà, èëè LS-êàòåãîðèþ cat(ZK).

Àëãåáðû Ïîíòðÿãèíà ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ èçó÷àëèñü â [PR, GPTW, GIPS]. Â ñëó÷àå,
êîãäà k � ïîëå, à êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, èçâåñòåí ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ àëãåáðû

H∗(ΩZK;k), ñîñòîÿùèé èç
∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ) ýëåìåíòîâ [GPTW, Theorem 4.3]. Íî ÿâíîå îïè-

ñàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè, ïî-âèäèìîìó, çàòðóäíèòåëüíî. Ìû ðåøàåì áîëåå ïðîñòóþ
çàäà÷ó îïèñàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà è ñòåïåíåé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, âû÷èñëÿÿ

Tor
H∗(ΩZK;k)
2 (k,k) äëÿ ôëàãîâûõ K (ðîëü ýòîãî k-ìîäóëÿ îáúÿñíÿåòñÿ â Ïðåäëîæåíèè 2.4(b)).
Áåáåí è Ãðáè÷ [BG] ïîëó÷èëè ðÿä âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê íà LS-êàòåãîðèþ ìîìåíò-óãîë

êîìïëåêñîâ, óäåëÿÿ îñîáîå âíèìàíèå ñëó÷àþ, êîãäà |K| � ìíîãîîáðàçèå ìàëîé ðàçìåðíîñòè
(íî K ìîæåò áûòü íåôëàãîâûì). Ìû âû÷èñëÿåì cat(ZK) äëÿ âñåõ ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ K è
äàåì íîâóþ íèæíþþ îöåíêó â îáùåì ñëó÷àå. Ýòè ðåçóëüòàòû òàêæå îïèðàþòñÿ íà âû÷èñëåíèå

ìóëüòèãðàäóèðîâàííîãî ìîäóëÿ TorH∗(ΩZK;k)(k,k) äëÿ ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ.

Äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K àëãåáðà H∗(ΩZK;k) âêëàäûâàåòñÿ â àëãåáðó
Ïîíòðÿãèíà H∗(Ω(CP∞)K;k) ïðîñòðàíñòâà Äýâèñà-ßíóøêåâè÷à (CP∞)K. Ìû ââîäèì Z ×
Zm≥0-ãðàäóèðîâêó íà ýòèõ àëãåáðàõ è ïîêàçûâàåì, ÷òî òåîðåìà Ïàíîâà è Ðýÿ î ñòðóêòóðå

H∗(Ω(CP∞)K;k) (äëÿ ñëó÷àÿ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëå èëè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ñì. [BP, �8.4])
âåðíà äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà k ñ åäèíèöåé:

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà 3.1). Ðàññìîòðèì Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííóþ k-àëãåáðó

k[K]! := T (u1, . . . , um)/(u2
i = 0, i = 1, . . . ,m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K), deg ui = (−1, 2ei).

(a) H∗(Ω(CP∞)K;k) ∼= Extk[K](k,k) êàê àëãåáðû, ãäå k[K] � àëãåáðà Ñòýíëè-Ðàéñíåðà;

(b) Åñòü åñòåñòâåííîå âëîæåíèå k[K]! ↪→ H∗(Ω(CP∞)K;k);
(c) Åñëè K ôëàãîâûé, òî k[K]! ∼= H∗(Ω(CP∞)K;k).

Èìååì ìóëüòèãðàäóèðîâêó, àíàëîãè÷íóþ ãðàäóèðîâêå íà H∗(ZK;k) èç [BP, Theorem 4.5.7]:

Hn(Ω(CP∞)K;k) =
⊕

−i+2|α|=n

H−i,2α(Ω(CP∞)K;k), ãäå H−i,2α(Ω(CP∞)K;k) ∼= Extik[K](k,k)2α.

Èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòó Ôðîáåðãà [Fr] äëÿ ëåâîãî k[K]!-ìîäóëÿ k è ñòðóêòóðó ñâîáîäíîãî
ëåâîãî H∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ íà H∗(Ω(CP∞)K;k), ìû âû÷èñëÿåì:

Òåîðåìà 1.2 (Òåîðåìà 4.5). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

TorH∗(ΩZK;k)
n (k,k) ∼=

⊕
J⊂[m]

H̃n−1(KJ ;k).

Çäåñü KJ = {I ∈ K : I ⊂ J} � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ â K. Ýòîò èçîìîðôèçì Z × Zm≥0-
ãðàäóèðîâàí â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

TorH∗(ΩZK;k)
n (k,k)−|J|,2J ∼= H̃n−1(KJ ;k)

(åñëè J ⊂ [m], òî ìû ïèøåì J âìåñòî
∑
j∈J ej ∈ Zm≥0).

Ñëåäñòâèå 1.3 (Ñëåäñòâèå 4.6). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, F � ïîëå.

Òîãäà ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû H∗(ΩZK;F) ñîäåðæèò ðîâíî
∑
J⊂[m] dim H̃1(KJ ;F)

ñîîòíîøåíèé: äëÿ êàæäîãî J ⊂ [m] � ðîâíî dim H̃1(KJ ;F) ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−|J |, 2J).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóþò èçâåñòíûå êðèòåðèè òîãî, ÷òîH∗(ΩZK;F) � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà
èëè àëãåáðà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì [GPTW, GIPS]. Â Ñëåäñòâèè 4.6 ìû òàêæå îöåíèâàåì
ñíèçó ÷èñëî îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ðÿä Ïóàíêàðå àëãåáðû H∗(ΩZK;F) âî ôëàãîâîì ñëó÷àå âû÷èñëåí Ïàíîâûì è Ðýåì [PR].
Ìû óòî÷íÿåì ýòî âû÷èñëåíèå, ââîäÿ ìóëüòèãðàäóèðîâêó. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó Z × Zm≥0-

ãðàäóèðîâàííîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V =
⊕

i,α Vi,α ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä F (V ; t, λ) :=



2∑
i,α dim(Vi,α)tiλα îò m + 1 ïåðåìåííûõ (t, λ) = (t, λ1, . . . , λm), ãäå λα :=

∏m
j=1 λ

αj
j ïðè

α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm≥0. Îáîçíà÷èì òàêæå χ̃(X) :=
∑
i(−1)i dim H̃i(X) = χ(X)− 1.

Òåîðåìà 1.4 (Òåîðåìà 4.9). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, F � ïîëå. Òîãäà

1

F (H∗(ΩZK;F); t, λ)
= −

∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)t−|J|λ2J .

Ïî òåîðåìå Ìèëíîðà-Ìóðà [MM], àëãåáðà H∗(ΩZK;Q) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâà-
þùåé àëãåáðîé äëÿ π∗(ΩZK)⊗Q. Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ZK òàêæå
Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàíû. Ìû ïîëó÷àåì ìóëüòèãðàäóèðîâàííîå óòî÷íåíèå [DS, Theorem 4.2.1]:

Òåîðåìà 1.5 (Òåîðåìà 4.15). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä:

∑
β

wβλ
β = − ln

− ∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)(−λ)J

 .

Òîãäà

dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−|α|,2α = (−1)|α|
∑
k|α

µ(k)

k
wα,

ãäå α ∈ Zm≥0, à µ(n) � ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ dim(π∗(ΩZK)⊗Q)i,β = 0.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ýòèõ ÷èñåë äàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèâåäåííûå ýéëåðîâû õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ âî ôëàãîâûõ êîìïëåêñàõ K. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ (ñì. Ïðè-
ìåð 4.18) ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü íåçàâèñèìûé êîìáèíàòîðíûé èíòåðåñ, ñì. ðàáîòó Óñòèíîâñêîãî
[Us].

Êàê åùå îäíî ïðèëîæåíèå Òåîðåìû 1.2, ìû äîêàçûâàåì â Ïðåäëîæåíèè 5.13, ÷òî ñïåê-
òðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìèëíîðà-Ìóðà

E2
p,q
∼= TorH∗(ΩX;F)

p (F,F)q ⇒ Hp+q(X;F)

äëÿ X = ZK âûðîæäàåòñÿ âî âòîðîì ëèñòå, åñëè K ôëàãîâûé. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
èíâàðèàíò Òóìåðà [To] äëÿ ZK, ÷òî äàåò îöåíêó ñíèçó íà LS-êàòåãîðèþ cat(ZK) (ñì. Ïðåä-
ëîæåíèå 5.15). Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ïðîñòàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà cat(X) ÷åðåç cup-äëèíó ìîæåò
íå îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ZK, êàê ïîêàçàíî â [BG, Section 5]. Âñå æå ìû îæèäàåì, ÷òî
îíà òî÷íà äëÿ ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ (ñì. Ïðîáëåìó 5.27).

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó, çàìåòèì, ÷òî âî ôëàãîâîì ñëó÷àå âåùåñòâåííûé ìîìåíò-
óãîë êîìïëåêñ RK ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì êîììóòàíòà RC′K ïðÿìî-
óãîëüíîé ãðóïïû Êîêñòåðà RCK, àññîöèèðîâàííîé ñ K (ñì. [ÏÂ]). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
cat(ZK) ≤ cat(RK) Áåáåíà è Ãðáè÷ [BG] è ôîðìóëó Äðàíèøíèêîâà [Dr] äëÿ âèðòóàëüíîé
êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè RCK, ìû âû÷èñëÿåì cat(ZK) äëÿ âñåõ ôëàãîâûõ K :

Òåîðåìà 1.6 (Òåîðåìà 5.16). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

cat(ZK) = cat(RK) = 1 + max
J⊂[m]

cdimZKJ = 1 + max
I∈K

cdimZ lkK I.

Ïóñòü Kf � ôëàãèôèêàöèÿ K, òî åñòü åäèíñòâåííûé ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
ñ òåì æå 1-îñòîâîì (i-îñòîâ K � ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ skiK := {I ∈ K : |I| ≤ i+1}).
Ìû äàåì ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó íà cat(ZK) â íåôëàãîâîì ñëó÷àå, êîòîðàÿ íàèáîëåå
ïîëåçíà, êîãäà ν(K) ìàë�î (ýòî ÷èñëî èçìåðÿåò, íàñêîëüêî êîìïëåêñ K íåôëàãîâûé):

Ïðåäëîæåíèå 1.7 (Ïðåäëîæåíèå 5.21 è Ïðåäëîæåíèå 5.22). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ. Ïóñòü ν(K) � ýòî íàèìåíüøåå n ≥ 0, òàêîå ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå: J ∈ K âñÿêèé
ðàç, êîãäà J ⊂ I ∈ Kf è |I \ J | ≥ n. Òîãäà

cat(ZK) ≥ 1− ν(K) + max
J⊂[m]

cdimZKfJ .

Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü cat(ZK) äëÿ îñòîâîâ ôëàãîâûõ òðèàíãóëÿöèé ìíîãîîáðàçèé:
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Ñëåäñòâèå 1.8 (Ñëåäñòâèå 5.25). Ïóñòü K � ôëàãîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ d-ìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ. Ïóñòü L � òàêîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ÷òî skiK ⊂ L ⊂ skj K äëÿ íåêîòîðûõ i, j,
1 ≤ i ≤ j ≤ d. Òîãäà i+1 ≤ cat(ZL) ≤ j+1. Â ÷àñòíîñòè, cat(ZK) = d+1 è cat(Zski K) = i+1.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó.
Â Ðàçäåëå 2 ìû íàïîìèíàåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è ìîìåíò-óãîë

êîìïëåêñîâ. Äàëåå îáñóæäàþòñÿ ìóëüòèãðàäóèðîâàííûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû è ñâÿçàííûå
êîíñòðóêöèè èç ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.

Â Ðàçäåëå 3 ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 1.1 è îïèñûâàåì ñòðóêòóðó ëåâîãî H∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ
íà H∗(Ω(CP∞)K;k).

Â Ðàçäåëå 4 ìû èíòåðïðåòèðóåì ïîñòðîåííóþ Ôðîáåðãîì ìèíèìàëüíóþ ðåçîëüâåíòó ëåâîãî
H∗(Ω(CP∞)K;k)-ìîäóëÿ k êàê ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó H∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ k. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
ðåçîëüâåíòû äîêàçûâàþòñÿ Òåîðåìû 1.2, 1.4 è 1.5.

Â Ðàçäåëå 5 èçó÷àåòñÿ LS-êàòåãîðèÿ ZK è RK âî ôëàãîâîì ñëó÷àå. Ìû âû÷èñëÿåì cat(RK)
è ïîêàçûâàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî cat(ZK) ≤ cat(RK) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî èç-çà âûðîæäåíèÿ
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìèëíîðà-Ìóðà. Íàêîíåö, ìû îáñóæäàåì îöåíêè ñíèçó íà
cat(ZK) â îáùåì ñëó÷àå è cup-äëèíó ZK âî ôëàãîâîì ñëó÷àå.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Ò. Å. Ïàíîâà çà ïîìîùü,
ïîääåðæêó è öåííûå ñîâåòû, è Ä. È. Ïèîíòêîâñêîãî çà ïîìîùü ñ àëãåáðàìè Êîøóëÿ.
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4.4. Ìóëüòèãðàäóèðîâàííûå ðÿäû Ïóàíêàðå àëãåáð Ïîíòðÿãèíà è ñóïåðàëãåáð Ëè 13
5. LS-êàòåãîðèÿ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ âî ôëàãîâîì ñëó÷àå 16
5.1. LS-êàòåãîðèÿ âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ âî ôëàãîâîì ñëó÷àå 16
5.2. Íèæíèå îöåíêè íà LS-êàòåãîðèþ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ 17
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 21

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû è ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí V � ýòî íàáîð ïîäìíîæåñòâ I ⊂ V, íàçûâàåìûõ ãðàíÿìè
èëè ñèìïëåêñàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

• Åñëè I ∈ K è J ⊂ I, òî J ∈ K.
Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∅ ∈ K. Ýëåìåíò i ∈ V íàçûâàåòñÿ ïðèçðà÷íîé âåðøèíîé, åñëè
{i} /∈ K. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êîìïëåêñû áåç ïðèçðà÷íûõ âåðøèí, òàê ÷òî {i} ∈ K äëÿ
âñåõ i ∈ V. Îáû÷íî V = [m] := {1, . . . ,m}.

Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó J ⊂ [m] ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ KJ := {I ∈
K : I ⊂ J} íà ìíîæåñòâå âåðøèí J, íàçûâàåìûé ïîëíûì ïîäêîìïëåêñîì K íà J.
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Íåäîñòàþùåé ãðàíüþ êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ âñÿêîå J ⊂ [m], òàêîå ÷òî J /∈ K, íî ëþáîå
ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî J ïðèíàäëåæèò K. Êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, åñëè âñå åãî íåäîñòàþ-
ùèå ãðàíè äâóõýëåìåíòíû. Ïîëíûå ïîäêîìïëåêñû ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ ôëàãîâûå. Ôëàãîâûé
êîìïëåêñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì 1-îñòîâîì. Ïîýòîìó êàæäîìó K ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ôëàãîâûé êîìïëåêñ Kf ñ òåì æå 1-îñòîâîì, íàçûâàåìûé ôëàãèôèêàöèåé êîìïëåêñà
K. ßñíî, ÷òî K ⊂ Kf .

Ëèíê ñèìïëåêñà I ∈ K � ýòî êîìïëåêñ lkK I := {J ∈ K : I ∩ J = ∅, I ∪ J ∈ K}.

Ëåììà 2.1 ([PT, Lemma 2.3]). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, è I ∈ K.
Òîãäà lkK I � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ K. �

Ïóñòü òåïåðü (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 � íàáîð ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, K � ñèìïëè-
öèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m]. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî ñëåäóþùåå
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî:

(X,A)K :=
⋃
I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
i/∈I

Ai

)
⊂

m∏
i=1

Xi.

Ìû ïèøåì (X,A)K := (X,A)K â ñëó÷àå X1 = · · · = Xm = X, A1 = · · · = Am = A. Òàêæå
XK := (X,pt)K.

Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK := (D2, S1)K è âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ RK :=
(D1, S0)K � âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé êîíñòðóêöèè. Ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè ìîìåíò-óãîë
êîìïëåêñîâ õîðîøî èçâåñòíû:

Òåîðåìà 2.2 (ñì. [BP, Theorem 4.5.8]). Äëÿ ëþáîé ãðóïïû êîýôôèöèåíòîâ,

Hp(ZK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃p−|J|−1(KJ), Hp(RK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃p−1(KJ),

Hp(ZK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃p−|J|−1(KJ), Hp(RK) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃p−1(KJ). �

2.2. Ìóëüòèãðàäóèðîâàííûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû. Â äàëüíåéøåì k � êîììóòàòèâ-
íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, ⊗ � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå k-ìîäóëåé. Â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ â
ïîëå ìû îáû÷íî ïèøåì F âìåñòî k.

Ìóëüòèãðàäóèðîâêîé k-ìîäóëÿ áóäåì íàçûâàòü ãðàäóèðîâêó àääèòèâíîé ïîëóãðóïïîé âè-
äà Zk × Zm≥0, k = 0, 1, 2. Ìû îáîçíà÷àåì ýëåìåíòû Zm≥0 áóêâàìè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà, à
ýëåìåíòû Z � áóêâàìè ëàòèíñêîãî. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ Zm≥0 îáîçíà÷àåòñÿ e1, . . . , em. Åñëè

α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm≥0 � ìóëüòèèíäåêñ, ìû ïèøåì |α| :=
∑m
i=1 αi.

Åñòü ñòàíäàðòíûå ïðîåêöèè Zm≥0 → Z, ei 7→ 1 è Zk → Z, (n1, . . . , nk) 7→ n1 + · · · + nk.

Ïîýòîìó êàæäûé Zk × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü Z-ãðàäóèðîâàí òîòàëüíîé ñòåïåíüþ:

Vn :=
⊕

i1+···+ik+|α|=n

Vi1,...,ik,α.

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ìû ïèøåì |x| âìåñòî deg x.
Äëÿ ãðàäóèðîâêè îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò ìû èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå degMα = degMα =

α ñ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì: deg ExtnA = −n. Åñëè M � ñâîáîäíûé ãðàäóèðîâàííûé k-
ìîäóëü, îáîçíà÷èì êàê M# ãðàäóèðîâàííî-äâîéñòâåííûé k-ìîäóëü: (M#)α := Homk(Mα,k).

Ìóëüòèãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé ìû íàçûâàåì Zk×Zm≥0-ãðàäóèðîâàííóþ ñâÿçíóþ k-àëãåáðó

ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùóþñÿ ñâîáîäíûì k-ìîäóëåì êîíå÷íîãî òèïà (Zk×Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ àë-

ãåáðà A ñâÿçíà, åñëè îíà ñâÿçíà êàê Z-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, òî åñòü A<0 = 0 è A0
∼= k).

Ïðèìåðû:

(1) Zk×Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà (òåíçîðíàÿ àëãåáðà) T (a1, . . . , aN ),
ãäå ai � ïðîèçâîëüíûå îáðàçóþùèå ïîëîæèòåëüíîé òîòàëüíîé ñòåïåíè;

(2) Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ êîììóòàòèâíàÿ k-àëãåáðà k[m] := k[v1, . . . , vm], deg vi = 2ei;

(3) Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ñòýíëè-Ðàéñíåðà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K

k[K] := k[v1, . . . , vm]/
(∏

i∈I vi : I /∈ K
)
, deg vi = 2ei;

(4) Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ âíåøíÿÿ k-àëãåáðà Λ[m] := Λ[u1, . . . , um], deg ui = (−1, 2ei).
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Òåïåðü ðàññìîòðèì Zk × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííóþ k-àëãåáðó A, ëåâûå A-ìîäóëè L, L̃ è ïðà-

âûé A-ìîäóëü R. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî i ≥ 0, k-ìîäóëè ExtiA(L, L̃) è TorAi (R,L) Zk × Zm≥0-

ãðàäóèðîâàíû. Ïîýòîìó ExtA(L, L̃) è TorA(R,L) � Z × Zk × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûå k-ìîäóëè.
Íàïðèìåð,

åñëè x ∈ ExtiA(L, L̃)j1,...,jk,α, òî deg x = (−i, j1, . . . , jk, α);

åñëè y ∈ TorAi (R,L)j1,...,jk,α, òî deg y = (i, j1, . . . , jk, α).

Èçîìîðôèçì Λ[m] ∼= Extk[m](k,k) îáúÿñíÿåò íàø âûáîð ãðàäóèðîâêè íà Λ[m].

2.3. Ðÿäû Ïóàíêàðå è ìèíèìàëüíûå êîïðåäñòàâëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü V =
⊕

i,α Vi,α � Z × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Åãî ðÿä Ïóàíêàðå � ýòî ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò m + 1 ïåðåìåííûõ (t, λ) =
(t, λ1, . . . , λm) :

F (V ; t, λ) :=
∑
i∈Z

∑
α∈Zm≥0

dim(Vi,α) · tiλα, λα :=

m∏
i=1

λαii .

Îáû÷íî V áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî â ñòåïåíÿõ Z≤0 × Zm≥0, ïîýòîìó F (V ; t, λ) ∈ Z[[t−1, λ]].

Êîïðåäñòàâëåíèåì ìóëüòèãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû íàçûâàþò ýïèìîðôèçì π : T (a1, . . . , aN ) �
A âìåñòå ñ âûáîðîì ýëåìåíòîâ r1, . . . , rM ∈ T (a1, . . . , aN ), íàçûâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè, êî-
òîðûå ïîðîæäàþò èäåàë Kerπ ⊂ T (a1, . . . , aN ). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáðàçóþùèå èìåþò
ïîëîæèòåëüíóþ òîòàëüíóþ ñòåïåíü, à ñîîòíîøåíèÿ îäíîðîäíû. Òîãäà A ñâÿçíà, è ïðîåêöèÿ
ε : A→ k çàäàåò ñòðóêòóðó ëåâîãî A-ìîäóëÿ íà k. Êðîìå òîãî, âåðíû ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå
ñâîéñòâà ñâÿçíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé, ñ àíàëîãè÷íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè ïî èíäóêöèè:

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü F � ïîëå, A � ìóëüòèãðàäóèðîâàííàÿ F-àëãåáðà.
(a) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâîãî A-ìîäóëÿ F âèäà

. . .
d // A⊗F R2

d // A⊗F R1
d // A

ε // F // 0,

÷òî d : Rn → A>0 ⊗F Rn−1, d : R1 → A>0. Îíà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåí-
òîé è åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà F⊗A (−)

âñå äèôôåðåíöèàëû îáðàùàþòñÿ â íîëü, òàê ÷òî Rn ∼= TorAn (F,F).
(b) Ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè, åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-

âåòñòâèå ìåæäó êîïðåäñòàâëåíèÿìè A ' T (a1, . . . , aN )/(r1, . . . , rM ) è òî÷íûìè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè A-ìîäóëåé âèäà A⊗F R2 → A⊗F R1 → A
ε−→ F→ 0. Ïðè ýòîì

ñîîòâåòñòâèè ìíîæåñòâî {a1, . . . , aN} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ãðàäóèðîâàííîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà R1, à {r1, . . . , rM} � áàçèñîì R2.

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå A ' T (a1, . . . , aN )/(r1, . . . , rM ),
òàêîå ÷òî

TorA1 (F,F) '
N⊕
i=1

F · ai, TorA2 (F,F) '
M⊕
j=1

F · rj .

×èñëî îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé â ìèíèìàëüíîì êîïðåäñòàâëåíèè â êàæäîé ñòå-
ïåíè � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ñðåäè âñåõ êîïðåäñòàâëåíèé A.

(c) Ðÿäû Ïóàíêàðå äëÿ A è TorAn (F,F) ñâÿçàíû òîæäåñòâîì
∞∑
n=0

(−1)n · F (TorAn (F,F); t, λ) =
1

F (A; t, λ)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ñì. [BP, Proposition A.2.3].
(b) Ñì. [Wa, �7].
(c) Ñì. [BP, Proposition A.2.1]. �

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëû â êîìïëåêñå, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç ìèíèìàëüíîé ðåçîëüâåíòû ïðèìåíåíèåì ôóíêòîðà k⊗A (−), ìîãóò áûòü íåíó-
ëåâûìè (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå [BP, Proposition A.2.3]). Òåì íå ìåíåå, êàæäîå êîïðåäñòàâëåíèå

A ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ðåçîëüâåíòå, è ìîäóëü TorA(k,k) ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ãîìîëîãèè
êîìïëåêñà · · · →

⊕
k ·rj →

⊕
k ·ai → k→ 0. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñíèçó ÷èñëî îáðàçóþùèõ

è ñîîòíîøåíèé:
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Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü k � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, A � ìóëüòèãðàäóèðîâàííàÿ k-
àëãåáðà. Îáîçíà÷èì çà Ni,α ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ k-ìîäóëÿ TorAi (k,k)α. Òîãäà
êàæäîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A ñîäåðæèò õîòÿ áû N1,α îáðàçóþùèõ è õîòÿ áû N2,α

ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = T (a1, . . . , aN )/(r1, . . . , rM ) � êîïðåäñòàâëåíèå. Ïîñòðîèì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M⊕
j=1

A · rj →
N⊕
i=1

A · ai → A→ k→ 0,

êàê â [Wa, �7], è ïðîèçâîëüíî ïðîäîëæèì åå äî ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû ëåâîãî A-ìîäóëÿ k.

Òîãäà TorA(k,k) � ýòî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà

· · · →
M⊕
j=1

k · rj →
N⊕
i=1

k · ai → k→ 0.

Â ÷àñòíîñòè, TorA2 (k,k)α � ôàêòîðìîäóëü ïîäìîäóëÿ ñâîáîäíîãî k-ìîäóëÿ, èìåþùåãî áàçèñ
{rj : deg rj = α}. Äëÿ êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ âåðíî, ÷òî ïîäìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ � ñâî-

áîäíûé ìîäóëü íå áîëüøåãî ðàíãà [Al, Proposition 5.1]. Ïîýòîìó k-ìîäóëü TorA2 (k,k)α ìîæåò
áûòü ïîðîæäåí #{rj : deg rj = α} ýëåìåíòàìè, îòêóäà #{rj : deg rj = α} ≥ N2,α. Àíàëîãè÷íî,
#{ai : deg ai = α} ≥ N1,α. �

2.4. (Êî)àëãåáðû Ñòýíëè-Ðàéñíåðà. Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà Ñòýíëè-Ðàéñíåðà � ýòî Zm≥0-
ãðàäóèðîâàííàÿ k àëãåáðà

k[K] := k[v1, . . . , vm]/
(∏

i∈I vi : I /∈ K
)
, deg vi = 2ei.

Äëÿ êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm≥0 îïðåäåëèì suppα := {j ∈ [m] : αj > 0} è
vα :=

∏m
j=1 v

αj
j ∈ k[K]. Òîãäà {vα}suppα∈K � àääèòèâíûé áàçèñ äëÿ k[K], è

vα · vβ =

{
vα+β , suppα ∪ suppβ ∈ K;

0, suppα ∪ suppβ /∈ K.

Ðàññìîòðèì òàêæå äâîéñòâåííóþ êîàëãåáðó k〈K〉 := k[K]# ñ äâîéñòâåííûì áàçèñîì {χα}suppα∈K,
χα := (vα)#, degχα = 2α. Êîóìíîæåíèå â k〈K〉 çàäàíî ôîðìóëîé

∆χα =
∑

α=β+γ

χβ ⊗ χγ ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì β, γ ∈ Zm≥0. Â ÷àñòíîñòè,

∆χii = 1⊗ χii + χi ⊗ χi + χii ⊗ 1, i = 1, . . . ,m;

∆χij = 1⊗ χij + χi ⊗ χj + χj ⊗ χi + χij ⊗ 1, {i, j} ∈ K.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: k[K](s) � ýòî k-ïîäìîäóëü â k[K] ñ àääèòèâíûì

áàçèñîì
{vα ∈ k[K] : |α| = s}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ìîäóëè k〈K〉(s). Íàïðèìåð, χij ∈ k〈K〉(2), ïðè òîì ÷òî degχij = 2ei +
2ej .

2.5. Áàð- è êîáàð-êîíñòðóêöèè. Ìû ñëåäóåì [Pr, �1]. ÏóñòüA � ñâÿçíàÿ Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ

k-àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâîáîäíûì k-ìîäóëåì êîíå÷íîãî òèïà. Ïóñòü I := Ker(ε :
A→ k) = A>0 ⊂ A � àóãìåíòàöèîííûé èäåàë. Òàêæå îáîçíà÷èì a := (−1)1+|a| · a. Òîãäà, äëÿ
ãðàäóèðîâàííîãî ëåâîãî A-ìîäóëÿ L è ïðàâîãî A-ìîäóëÿ R, äâóñòîðîííÿÿ áàð-êîíñòðóêöèÿ
B(R,L) := R⊗ T (I)⊗ L � ýòî Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûé êîìïëåêñ ñ ãðàäóèðîâêîé

deg r[a1| . . . |as]l := (s, |r|+
s∑
i=1

|ai|+ |l|)

è äèôôåðåíöèàëîì ∂ ñòåïåíè (−1, 0) :

−∂(r[a1| . . . |as]l) := ra1[a2| . . . |as]l +

s−1∑
i=1

r[a1| . . . |aiai+1| . . . |as]l + a[a1| . . . |as−1]asl.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî B(A,L) � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâîãî A-ìîäóëÿ L. Ïîýòîìó ìîäóëü
ExtA(k,k) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà

HomA(B(A,k),k) ∼= (k⊗A B(A,k))# ∼= B(k,k)#

(ìû èñïîëüçóåì èçîìîðôèçì ñîïðÿæåíèÿ HomA(M,N#) ∼= (N⊗AM)#, êîòîðûé èìååò ìåñòî
äëÿ ëåâûõ A-ìîäóëåé M,N, ÿâëÿþùèõñÿ ñâîáîäíûìè k-ìîäóëÿìè êîíå÷íîãî òèïà).

Ýòîò êîìïëåêñ ñîâïàäàåò ñ êîáàð-êîíñòðóêöèåé Àäàìñà Ω∗A
# (ñì. [Ad]), ãäå êîàëãåá-

ðà A# := Homk(A,k) ãðàäóèðîâàííî äâîéñòâåííà ê A. Êîáàð-êîíñòðóêöèÿ � ýòî Z × Zm≥0-

ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü Ω∗A
# ∼= T (I#) ñ ãðàäóèðîâêîé

deg[x1| . . . |xs] := (−s, |x1|+ · · ·+ |xs|)

è äèôôåðåíöèàëîì ∂# ñòåïåíè (−1, 0) : åñëè ∆xi = 1⊗ xi + xi ⊗ 1 +
∑
r x
′
i,r ⊗ x′′i,r, òî

∂#[x1| . . . |xs] =

s∑
i=1

∑
r

[x1| . . . |xi−1|x′i,r|x′′i,r|xi+1| . . . |xs].

Êîáàð-êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî

[x1| . . . |xs] ^ [y1| . . . |yt] := [x1| . . . |xs|y1| . . . |yt].

Ïîýòîìó Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûé k-ìîäóëü H(Ω∗A
#) � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ïóñòü A � ñâÿçíàÿ Zm≥0-
ãðàäóèðîâàííàÿ k-àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâîáîäíûì k-ìîäóëåì êîíå÷íîãî òèïà.
Òîãäà ExtA(k,k) ∼= H(Ω∗A

#) êàê Z × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûå k-ìîäóëè, è ýòîò èçîìîðôèçì

çàäàåò íà ExtA(k,k) ñòðóêòóðó ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû. �

3. Àëãåáðû Ïîíòðÿãèíà ïðîñòðàíñòâ Äýâèñà-ßíóøêåâè÷à

3.1. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû:

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíè-
öåé. Ðàññìîòðèì Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííóþ k-àëãåáðó

k[K]! := T (u1, . . . , um)/(u2
i = 0, i = 1, . . . ,m; uiuj + ujui = 0, {i, j} ∈ K), deg |ui| = (−1, 2ei).

Òîãäà

(a) H∗(Ω(CP∞)K;k) ∼= Extk[K](k,k) êàê ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû;

(b) Èìååò ìåñòî âëîæåíèå k[K]! ↪→ H∗(Ω(CP∞)K;k).
(c) Åñëè K ôëàãîâûé, òî k[K]! ∼= H∗(Ω(CP∞)K;k).

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Â [BP, Proposition 8.4.10] äîêàçàí èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ k-
àëãåáð H∗(Ω(CP∞)K;k) ∼= H(Ω∗k〈K〉). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H(Ω∗k〈K〉) ∼= Extk[K](k,k)

ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.6, òàê êàê k[K] = (k〈K〉)# � ñâîáîäíûé k-ìîäóëü êîíå÷íîãî òèïà.
(b) Ñëåäóÿ [L�o, Corollary 1.1], äîêàæåì, ÷òî k[K]! èçîìîðôíà �äèàãîíàëüíîé� ïîäàëãåáðå

D =
⊕

i,α: |α|=i

Extik[K](k,k)2α ⊂ Extk[K](k,k).

Îáîçíà÷èì

D0 =
⊕

i,α: |α|=i

Ω−ik〈K〉2α ⊂ Ω∗k〈K〉.

Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, ëþáîé ýëåìåíò D0 èìååò âèä [χj1 | . . . |χjs ], ïîýòîìó
D0
∼= T (χ1, . . . , χm).
Òàê êàê êîáàð-êîíñòðóêöèÿ (Ω∗k〈K〉, ∂#) ñîñðåäîòî÷åíà â ðàçìåðíîñòÿõ

{(−i, 2α) : 0 ≤ i ≤ |α|} ⊂ Z× Zm≥0,

à ∂# èìååò ñòåïåíü (−1, 0), ïîëó÷àåì D = D0/(D0∩ Im ∂#). Çàìåòèì: èç òîãî, ÷òî D �
àëãåáðà, ñëåäóåò, ÷òî ïîäìîäóëü D0∩ Im ∂# ⊂ D0 � äâóñòîðîííèé èäåàë. Ïóñòü òåïåðü

ϕ# : k〈K〉(2) → k〈K〉(1) ⊗ k〈K〉(1)
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� íåïðèìèòèâíàÿ ÷àñòü êîóìíîæåíèÿ â k〈K〉. Òàê êàê ϕ#(χii) = χi⊗χi äëÿ ëþáîãî i =
1, . . . ,m è ϕ#(χij) = χi⊗χj +χj⊗χi äëÿ ëþáûõ {i, j} ∈ K, èìååì k[K]! ∼= D0/(Imϕ#).

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî D0∩ Im ∂# = (Imϕ#) êàê äâóñòîðîííèå èäåàëû â D0. Ïóñòü
f ∈ D0 ∩ Im ∂#. Òàê êàê ∂# èìååò ñòåïåíü (−1, 0), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îäíîðîäíûé
è èìååò ñòåïåíü (−i, 2α), |α| = i. Èìååì f = ∂#g äëÿ íåêîòîðîãî deg g = (−i+ 1, 2α).
Îáîçíà÷èì V = k〈K〉(1) è W = k〈K〉(2). Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè,

g ∈ Ω−i+1k〈K〉2α =

n−2⊕
i=0

V ⊗i ⊗W ⊗ V ⊗(n−i−2).

Òàê êàê ∂#V = 0 è ∂#|W = ϕ#, ïîëó÷àåì

∂#g ∈
n−2∑
i=0

V ⊗i ⊗ Imϕ# ⊗ V ⊗(n−i−2) ⊂ D0 · Imϕ# ·D0,

òàê ÷òî D0 ∩ Im ∂# ⊂ (Imϕ#). Íàîáîðîò: îãðàíè÷åíèå ∂# íà k〈K〉(2) ⊂ I# ⊂ Ω∗k〈K〉
ñîâïàäàåò ñ ϕ#. Ñëåäîâàòåëüíî, Imϕ# ⊂ D0 ∩ Im ∂#.

Èòàê,

Extk[K](k,k) ⊃ D = D0/(D0 ∩ Im ∂#) = D0/(Imϕ#) ∼= k[K]!.

(c) Åñëè K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, òî k[K] � êâàäðàòè÷íàÿ àëãåáðà:

k[K] = T (v1, . . . , vm)/(vivj = 0, {i, j} /∈ K; vivj = vjvi, {i, j} ∈ K).

Ñëåäîâàòåëüíî, k[K]⊗k[K]! ïðèíàäëåæèò ê êëàññó êâàäðàòè÷íûõ àëãåáð, ðàññìîò-
ðåííûõ Ôðîáåðãîì â [Fr]: åãî ïåðåìåííûå Xi è Yi ñîîòâåòñòâóþò íàøèì vi è ui.

Òàê êàê âûïîëíåíî óñëîâèå B' èç [Fr, Lemma 4], ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà
(k[K]⊗ k[K]!, d) äëÿ ëåâîãî k[K]-ìîäóëÿ k :

(3.1) . . .
d−→ k[K]⊗ k[K]!(2)

d−→ k[K]⊗ k[K]!(1)
d−→ k[K]⊗ k[K]!(0)

ε−→ k→ 0.

Ýòîò êîìïëåêñ Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàí:

deg ui = (−1, 2ei), deg vi = (0, 2ei).

Òîãäà d èìååò ñòåïåíü (1, 0), è H∗((k[K]!)#
∗ , d

#) ∼= Ext∗k[K](k,k)∗. Èç ãðàäóèðîâêè íà

k[K]! ñëåäóåò, ÷òî Extik[K](k,k)2α = 0 ïðè i 6= |α|. Ñëåäîâàòåëüíî, Extk[K](k,k) = D. �

Çàìå÷àíèå 3.2. Ìû èñïîëüçîâàëè ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â [Fr, L�o, Pr] äëÿ àë-
ãåáð íàä ïîëåì. Íî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà k, åñëè âñå
k-ìîäóëè ñâîáîäíû è èìåþò êîíå÷íûé òèï. Òàê, â äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîñòü
ôóíêòîðà Homk(−,k) äëÿ ñâîáîäíûõ k-ìîäóëåé è èçîìîðôèçìû ñîïðÿæåíèÿ M## ∼= M,
HomA(M,N#) ∼= (N ⊗AM)#, íî íå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ.

Çàìå÷àíèå 3.3. Áûëî áû èíòåðåñíî âûâåñòè (b) èç (c) òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè, èñïîëüçóÿ

ôëàãèôèêàöèþ. Ïàíîâ è Òåðèî äîêàçàëè â [PT], ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ Ω(CP∞)K → Ω(CP∞)K
f

åñòü ïðàâîå ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîå. Ïåðåõîäÿ ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ
Z × Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð H∗(Ω(CP∞)K;k) → k[Kf ]! ∼= k[K]! åñòü k-ëèíåéíîå ñå÷åíèå

k[K]! ↪→ H∗(Ω(CP∞)K;k). Îäíàêî íåÿñíî, ìóëüòèïëèêàòèâíî ëè ñå÷åíèå, è ñîõðàíÿåò ëè îíî
Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâêó.

Çàìå÷àíèå 3.4. Êàê âèäíî èç (c), âî ôëàãîâîì ñëó÷àå àëãåáðà H∗(Ω(CP∞)K;k) ñîñðåäîòî÷å-
íà â ðàçìåðíîñòÿõ {(−i, 2α) ∈ Z×Zm≥0 : 0 ≤ i = |α|}. Åñëè K íåôëàãîâûé, òî ýòî íåâåðíî (ìîæ-

íî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî îíà ñîñðåäîòî÷åíà â ðàçìåðíîñòÿõ {(−i, 2α) ∈ Z×Zm≥0 : 0 ≤ i ≤ |α|}).
Òàê, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ íåäîñòàþùàÿ ãðàíü J /∈ K ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîìó

ýëåìåíòó µJ ∈ Ext2
k[K](k,k)2J

∼= H−2,2J(Ω(CP∞)K;k), êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê �âûñøåå êîììóòàòîðíîå ïðîèçâåäåíèå� µJ = [µj1 , . . . , µjk ], J = {j1, . . . , jk} (ñì. [BP,
Example 8.4.6].) Åñëè |J | 6= 2, òî µJ íå ïðèíàäëåæèò �äèàãîíàëüíîé� ïîäàëãåáðå k[K]! ⊂
H∗(Ω(CP∞)K;k).
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3.2. Ôîðìóëà Êþííåòà äëÿ àëãåáð Ïîíòðÿãèíà. Èìååì ðàñùåïèìîå ãëàâíîå ðàññëîåíèå

ΩZK
i−→ Ω(CP∞)K

p−→ Tm

H-ïðîñòðàíñòâ (ñì. [BP, �8.4]) è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáð Õîïôà

1→ H∗(ΩZK;k)
i∗−→ H∗(Ω(CP∞)K;k)

p∗−→ Λ[u1, . . . , um]→ 0.

Â ÷àñòíîñòè, i∗ è p∗ � ãîìîìîðôèçìû k-àëãåáð. Îòîáðàæåíèå p : Ω(CP∞)K → Tm ' Ω(CP∞)m

èíäóöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K ↪→ ∆m−1, ïîýòîìó ýëåìåíò

ui ∈ Extk[K](k,k) ∼= H∗(Ω(CP∞)K;k)

ïåðåõîäèò â ýëåìåíò

ui ∈ Extk[m](k,k) = H∗(Tm;k) ∼= Λ[u1, . . . , um].

Ïóñòü I � ïîäìíîæåñòâî â [m]. Óïîðÿäî÷èì åãî ýëåìåíòû: I = {i1, . . . , ik}, i1 < · · · < ik, è
îáîçíà÷èì

uI := ui1 ∧ · · · ∧ uik ∈ Λ[u1, . . . , um], ûI := ui1 · . . . · uik ∈ H∗(Ω(CP∞)K;k).

ßñíî, ÷òî {uI}I⊂[m] � àääèòèâíûé áàçèñ äëÿ Λ[u1, . . . , um]. Ìîðôèçì p∗ èìååò k-ëèíåéíîå

ñå÷åíèå σ : Λ[u1, . . . , um]→ H∗(Ω(CP∞)K;k), çàäàííîå íà áàçèñå êàê σ(uI) := ûI . Åñëè sk1K 6=
sk1 ∆m−1, òî ýòî ñå÷åíèå íå ìóëüòèïëèêàòèâíî.

Ìîðôèçì i∗ çàäàåò íàH∗(Ω(CP∞)K;k) ñòðóêòóðó ëåâîãîH∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ: x·y := i∗(x)y.
Ðàññìîòðèì k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

T : H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[u1, . . . , um]→ H∗(Ω(CP∞)K;k), T (x⊗ uI) := i∗(x)ûI .

Ïðåäëîæåíèå 3.5. T ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëåâûõ H∗(ΩZK;k)-ìîäóëåé. Êðîìå òîãî,
êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà k-ìîäóëåé:

(3.2) H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[u1, . . . , um]

T ∼=
��

ε⊗id // k⊗ Λ[u1, . . . , um]

λ⊗uI 7→λuI ∼=
��

H∗(Ω(CP∞)K;k)
p∗ // Λ[u1, . . . , um]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2 ∈ H∗(ΩZK;k) è I ⊂ [m]. Èìååì:

T (x1 ·(x2⊗uI)) = T (x1x2⊗uI) = i∗(x1x2)ûI = i∗(x1)i∗(x2)ûI = i∗(x1)T (x2⊗uI) = x1 ·T (x2⊗uI).

Ñëåäîâàòåëüíî, T � H∗(ΩZK;k)-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Λ[u1, . . . , um] � ñâîáîäíûé k-ìîäóëü. Ðàññëîåíèå p òðèâèàëüíî, è σ � ñå÷åíèå ãîìîðôèçìà

p∗. Ïî ôîðìóëå Êþííåòà ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå T � èçîìîðôèçì k-ìîäóëåé. Òàê êàê
îíî H∗(ΩZK;k)-ëèíåéíî, ýòî èçîìîðôèçì H∗(ΩZK;k)-ìîäóëåé.

Íàêîíåö, ïðîâåðèì êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû (3.2):

x⊗ uI � //
_

��

ε(x)⊗ uI_

��
i∗(x)ûI

� // p∗(i∗(x))uI

Òàê êàê p ◦ i ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíî, èìååì p∗ ◦ i∗ = ε. �

4. Ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðàõ Ïîíòðÿãèíà âî ôëàãîâîì ñëó÷àå

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïíûå êîìïëåêñû ñâîáîäíûõ ëåâûõ ìîäóëåé íàäH∗(Ω(CP∞)K;k)
èH∗(ΩZK;k). Ýòè àëãåáðû Z×Zm≥0-ãðàäóèðîâàíû, ïîýòîìó êîìïëåêñû Z×Z×Zm≥0-ãðàäóèðîâàíû:

degH−i,2α(Ω(CP∞)K;k) = (0,−i, 2α), è äèôôåðåíöèàëû îáû÷íî èìåþò ñòåïåíü (−1, 0, 0).
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4.1. Ìèíèìàëüíàÿ ðåçîëüâåíòà H∗(Ω(CP∞)K;k)-ìîäóëÿ k. Ïóñòü 0 6= χα ∈ k〈K〉, òàê
÷òî suppα ∈ K. Çàìåòèì, ÷òî supp(α − ej) ∈ K äëÿ ëþáîãî j ∈ suppα. Ïîýòîìó êîððåêòíî
îïðåäåëåí ýëåìåíò χα−ej ∈ k〈K〉. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëàãàåì

degχα := (|α|,−|α|, 2α) ∈ Z× Z× Zm≥0.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà ëåâûé H∗(Ω(CP∞)K;k)-
ìîäóëü k èìååò ìèíèìàëüíóþ ðåçîëüâåíòó

(4.1) . . .
d−→ H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(2)

d−→ H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(1)
d−→

d−→ H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(0)
ε−→ k→ 0

ñî ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëîì ñòåïåíè (−1, 0, 0) :

(4.2) d : k〈K〉(t) → H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(t−1), χα 7→
∑

j∈suppα

uj ⊗ χα−ej .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 3.1, âî ôëàãîâîì ñëó÷àå âåðíî H∗(Ω(CP∞)K;k) ∼= k[K]!. Ìû
âîñïîëüçóåìñÿ ðåçîëüâåíòîé Ôðîáåðãà [Fr] äëÿ àëãåáðû k[K]! ⊗ k[K]. Â ýòîò ðàç ïåðåìåííûå
ui è vi ñîîòâåòñòâóþò Xi è Yi. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Index(m) (ñì. [Fr, p. 32]) ñèììåòðè÷íî,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà (k[K]! ⊗ k[K], d1 + · · ·+ dm) äëÿ ëåâîãî k[K]!-ìîäóëÿ k.

Îïèøåì äèôôåðåíöèàëû Ôðîáåðãà d1, . . . , dm ÿâíî. Ïóñòü x = u(µ) ⊗ v(ν) ∈ k[K]! ⊗ k[K] �
ïðîèçâîëüíûé ìîíîì. Ýëåìåíò dj(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Åñëè x íå ïðåäñòàâèì â âèäå c · u(µ) ⊗ vjv(ν′), òî dj(x) := 0;

• Åñëè x = c · u(µ) ⊗ vjv(ν′), òî dj(x) := c · u(µ)uj ⊗ v(ν′).

Àëãåáðà k[K] êîììóòàòèâíà, è ëþáîé ìîíîì v(ν) 6= 0 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå vα,
suppα ∈ K. Ïîýòîìó

dj(u
(µ) ⊗ vα) =

{
0, j /∈ suppα;

u(µ)uj ⊗ vα−ej , j ∈ suppα;

d(u(µ) ⊗ vα) =

m∑
j=1

dj(u
(µ) ⊗ vα) =

∑
j∈suppα

u(µ)uj ⊗ vα−ej .

Çàìåíÿÿ vα ∈ k[K](|α|) íà χα ∈ k〈K〉(|α|), ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè äèôôåðåíöèàë (4.2). �

4.2. Ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà H∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ k. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.5, èìååì èçîìîð-
ôèçì Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûõ ëåâûõ H∗(ΩZK;k)-ìîäóëåé:

T : H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[m]→ H∗(Ω(CP∞)K;k), a⊗ uI 7→ i∗(a)ûI .

Ðàññìîòðèì k-ìîäóëè Mt := Λ[m]⊗ k〈K〉(t). Îíè Z× Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàíû:

deg uI ⊗ χα = deg uI + degχα = (0 + |α|,−|I| − |α|, 2I + 2α) = (t,−|I| − t, 2I + 2α).

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà ëåâûé H∗(ΩZK;k)-
ìîäóëü k èìååò ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó

(4.3) · · · → H∗(ΩZK;k)⊗M2
d̂−→ H∗(ΩZK;k)⊗M1

d̂−→ H∗(ΩZK;k)⊗M0
ε−→ k→ 0

ñî ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëîì ñòåïåíè (−1, 0, 0) :

(4.4) d̂ : Mt →
(
H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[m]

)
⊗ k〈K〉(t−1)︸ ︷︷ ︸
=Mt−1

, uI ⊗ χα 7→
∑

j∈suppα

T−1(ûIuj)⊗ χα−ej .

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåïíîé êîìïëåêñ (4.1) � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâîãî H∗(Ω(CP∞)K;k)-
ìîäóëÿ k. Àëãåáðà H∗(Ω(CP∞)K;k) ñàìà ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì íàä H∗(ΩZK;k). Ñëåäîâà-
òåëüíî, (4.1) � ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ëåâîãî H∗(ΩZK;k)-ìîäóëÿ k.

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èçîìîðôèçìîâ H∗(ΩZK;k)-ìîäóëåé:

H∗(ΩZK;k)⊗Mt H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[m]⊗ k〈K〉(t)
T⊗id // H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(t).



11

Ìû äîêàæåì, ÷òî îíà çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó öåïíûìè êîìïëåêñàìè (4.3) è (4.1):

(H∗(ΩZK;k)⊗M, d̂)
T⊗id // (H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉, d).

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äèàãðàììà

H∗(ΩZK;k)⊗Mt
d̂ //

T⊗id ∼=
��

H∗(ΩZK;k)⊗Mt−1

T⊗id ∼=
��

H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(t)
d // H∗(Ω(CP∞)K;k)⊗ k〈K〉(t−1)

êîììóòàòèâíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ H∗(ΩZK;k) è uI ⊗ χα ∈ Λ[m]⊗ k〈K〉(t) = Mt èìååì

x⊗ (uI ⊗ χα) � //
_

��

∑
j∈suppα xT

−1(ûIuj)⊗ χα−ej

i∗(x)ûI ⊗ χα � //∑
j∈suppα i∗(x)ûIuj ⊗ χα−ej .

Íî T (xT−1(ûIuj)) = i∗(x)T (T−1(ûIuj)) = i∗(x)ûIuj , òàê êàê T � H∗(ΩZK;k)-ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå, à àëãåáðà H∗(ΩZK;k) äåéñòâóåò íà H∗(Ω(CP∞)K;k) çà ñ÷åò ãîìîìîðôèçìà i∗. �

Çàìå÷àíèå 4.3. Ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû (4.3) ìîæíî ïîëó÷èòü êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
H∗(ΩZK;k). Îäíàêî äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ T−1 òðåáóåòñÿ íåòðèâèàëüíîå êîììóòàòîðíîå èñ-
÷èñëåíèå. Òàêæå, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ Ïðåäëîæåíèÿ 2.4(b), íóæíà
ðåçîëüâåíòà âèäà · · · → H∗(ΩZK;k)→ k→ 0, à íå

· · · → H∗(ΩZK;k)⊗ Λ[m]→ k→ 0.

4.3. Äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.2 è Ñëåäñòâèÿ 1.3.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü K � ôëàãîâûé êîìïëåêñ. Òîãäà TorH∗(ΩZK;k)(k,k) ' H(M,d), ãäå

d : Mt →Mt−1, uI ⊗ χα 7→
∑

j∈suppα

(uI ∧ uj)⊗ χα−ej .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ôóíêòîð k⊗H∗(ΩZK;k) (−) ê ðåçîëüâåíòå (4.3), ïîëó÷àåì äèôôå-
ðåíöèàë Mt →Mt−1,

uI ⊗ χα 7→ ((ε⊗ id)⊗ id)

 ∑
j∈suppα

T−1(ûIuj)⊗ χα−ej

 =
∑

j∈suppα

(ε⊗ id)(T−1(ûIuj))⊗ χα−ej .

Ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà èçîìîðôíû TorH∗(ΩZK;k)(k,k) ïî îïðåäåëåíèþ.
Èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî (ε⊗ id)(T−1(ûIuj)) = p∗(ûIuj) = uI ∧ uj . Ïîýòîìó∑

j∈suppα

(ε⊗ id)(T−1(ûIuj))⊗ χα−ej = d(uI ⊗ χα). �

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, k � êîììóòàòèâíîå êîëüöî
ñ åäèíèöåé. Òîãäà

TorH∗(ΩZK;k)
n (k,k) ∼=

⊕
J⊂[m]

H̃n−1(KJ ;k).

Ýòîò èçîìîðôèçì Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâàí â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

TorH∗(ΩZK;k)
n (k,k)−|J|,2J ∼= H̃n−1(KJ ;k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì àëãåáðó Êîøóëÿ êîëüöà Ñòýíëè-Ðàéñíåðà. Ýòî ñëåäó-
þùàÿ Z× Z× Zm-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, ñíàáæåííàÿ äèôôåðåíöèàëîì ñòåïåíè (1, 0, 0) :

(Λ[u1, . . . , um]⊗ k[K], d), deg ui = (0,−1, 2ei), deg vi = (1,−1, 2ei); dui = vi, dvi = 0.

Äèôôåðåíöèàë ïðîäîëæàåòñÿ íà àääèòèâíûé áàçèñ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà: d =
∑m
i=1

∂
∂ui
⊗ vi.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äâîéñòâåííóþ êîàëãåáðó (Λ[u1, . . . , um]⊗k〈K〉, δ), ãäå δ =
∑m
i=1 ui⊗

∂
∂χi

.

Ýòîò äèôôåðåíöèàë ñîâïàäàåò ñ d. Òî åñòü TorH∗(ΩZK;k)(k,k) � ýòî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà,
äâîéñòâåííîãî ê àëãåáðå Êîøóëÿ.

Íàïîìíèì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè àëãåáðû Êîøóëÿ. Ïî [BP, Lemma 3.2.6], ôàêòî-
ðèçàöèÿ ïî îäíîðîäíîìó àöèêëè÷íîìó èäåàëó (uivi, v

2
i ) çàäàåò êâàçè-èçîìîðôèçì

(Λ[m]⊗ k[K], d)→ (Λ[m]⊗ k[K], d)/(uivi = v2
i = 0) =: R(K).

Â äîêàçàòåëüñòâå [BP, Theorem 3.2.9] ïîñòðîåí èçîìîðôèçì öåïíûõ êîìïëåêñîâ

C̃∗(KJ ;k)
∼=−→ R∗+1,−|J|,2J(K), I 7→ ±uJ\I ⊗ vI

äëÿ âñåõ J ⊂ [m]. Êðîìå òîãî, ïðÿìàÿ ñóììà çàäàåò èçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ⊕
J⊂[m]

C̃∗(KJ ;k)
∼=−→ R(K).

Ïåðåõîäÿ ê k-äâîéñòâåííûì êîìïëåêñàì è çàòåì ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû

Tor
H∗(ΩZK;k)
n+1 (k,k)−|J|,2J ∼= Hn(R∗+1,−|J|,2J(K)#)

∼=−→ H̃n(KJ ;k).

Èõ ïðÿìàÿ ñóììà � èñêîìûé èçîìîðôèçì

Tor
H∗(ΩZK;k)
n+1 (k,k)

∼=−→
⊕
J⊂[m]

H̃n(KJ ;k). �

Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ k-ìîäóëÿ M êàê dimM.

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, k � êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî ñ åäèíèöåé.

(a) Åñëè k � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî ëþáîå êîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû H∗(ΩZK;k)

ñîäåðæèò õîòÿ áû
∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ ;k) îáðàçóþùèõ è

∑
J⊂[m] dim H̃1(KJ ;k) ñîîò-

íîøåíèé;

(b) Åñëè k = F � ïîëå, òî ìèíèìàëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ðîâíî
∑
J⊂[m] dim H̃0(KJ ;F)

îáðàçóþùèõ è
∑
J⊂[m] dim H̃1(KJ ;F) ñîîòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ñëåäóåò èç Òåîðåìû 4.5 è Ïðåäëîæåíèÿ 2.5.
(b) Ñëåäóåò èç Òåîðåìû 4.5 è Ïðåäëîæåíèÿ 2.4(b). �

Çàìå÷àíèå 4.7. ÀëãåáðàH∗(ΩZK;F) Z×Zm≥0-ãðàäóèðîâàíà, ïîýòîìó F-ìîäóëè Tor
H∗(ΩZK;F)
i (F,F)

Z × Zm≥0-ãðàäóèðîâàíû. Ñëåäîâàòåëüíî, dim H̃1(KJ ;F) ñîîòíîøåíèé â H∗(ΩZK;F), ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâó J ⊂ [m], èìåþò ñòåïåíü (−|J |, 2J) ∈ Z × Zm≥0. Àíàëîãè÷íî, åñëè k

� êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî â ëþáîì êîïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû H∗(ΩZK;k) åñòü õîòÿ áû

dim H̃1(KJ ;k) ñîîòíîøåíèé ñòåïåíè (−|J |, 2J).

Çàìåòèì, ÷òî dim H̃1(KJ ;k) çàâèñèò îò k, ïîýòîìó ÷èñëî ñîîòíîøåíèé â H∗(ΩZK;k) òîæå
çàâèñèò. Íàïðèìåð, ïóñòü K � ôëàãîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ RP2. Òîãäà â ãðàäóèðîâàííîé êîìïî-
íåíòå ñòåïåíè (−m, 2[m]) èìååì

• õîòÿ áû îäíî ñîîòíîøåíèå â H∗(ΩZK;Z);
• ðîâíî îäíî ñîîòíîøåíèå â H∗(ΩZK;Z/2);
• íè îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ â H∗(ΩZK;F), åñëè charF 6= 2.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü ñëåäóþùåå: âH∗(ΩZK;k) åñòü òàêîå ñîîòíîøåíèå r = 0 ñòåïåíè (−m, 2[m]),
÷òî 2r = 0 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé, èìåþùèõ ìåíüøóþ ñòåïåíü.

Çàìå÷àíèå 4.8. Íåäàâíî Ëè Öàé [Ca] ïîëó÷èë ìåòîä, êîòîðûé ñòðîèò ïî ïîäìíîæåñòâó
J ⊂ [m] è ïî çàìêíóòîìó ñèìïëèöèàëüíîìó ïóòè â KJ ñîîòíîøåíèå â H∗(ΩZK;k) ñòåïåíè
(−|J |, 2J). Ìû îæèäàåì, ÷òî

• ýòî ñîîòíîøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ýòîãî ïóòè (â êëàññå ñâî-
áîäíûõ çàìêíóòûõ ïóòåé);

• åñëè âçÿòü çàìêíóòûå ñèìïëèöèàëüíûå ïóòè, ïîðîæäàþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóï-
ïû âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò âñåõ ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð
ñîîòíîøåíèé áóäåò äîñòàòî÷íûì.
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Îæèäàíèÿ îñíîâàíû íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Íàä ïîëåì, �ìîäóëü ìèíèìàëüíûõ ñîîòíî-

øåíèé� â H∗(ΩZK;F) èçîìîðôåí
⊕

J⊂[m] H̃1(KJ ;F). Íî ïåðâûå ãîìîëîãèè KJ ïîðîæäàþòñÿ

îáðàçàìè çàìêíóòûõ ïóòåé, ïîðîæäàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïîä
äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à.

Äðóãèì àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó êîïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû H∗(ΩZK;k) è
ãðóïïû π1(RK) (ñì. [ÏÂ, GIPS]). Êàê ïîêàçàë Öàé, àíàëîãè÷íûé íàáîð ñîîòíîøåíèé â π1(RK)
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû âàí Êàìïåíà).

4.4. Ìóëüòèãðàäóèðîâàííûå ðÿäû Ïóàíêàðå àëãåáð Ïîíòðÿãèíà è ñóïåðàëãåáð Ëè.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, F � ïîëå. Òîãäà

(4.5)
1

F (H∗(ΩZK;F); t, λ)
= −

∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)t−|J|λ2J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî

F
(

TorH∗(ΩZK;F)
n (F,F); t, λ

)
=
∑
J⊂[m]

dimF H̃n−1(KJ ;F)t−|J|λ2J .

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.4(c),

1

F (H∗(ΩZK;F);λ)
=

∞∑
n=0

(−1)nF
(

TorH∗(ΩZK;F)
n (F,F); t, λ

)
=

=
∑
J⊂[m]

∞∑
n=0

(−1)n dimF H̃n−1(KJ)t−|J|λ2J = −
∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)t−|J|λ2J . �

Çàìå÷àíèå 4.10. Ïóñòü n = dimK. h-÷èñëà êîìïëåêñà K îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
n∑
i=0

his
n−i =

∑
I∈K

(s− 1)n−|I|.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ Z-ãðàäóèðîâàííîãî ðÿäà Ïóàíêàðå àëãåáðû H∗(ΩZK;F) ñëåäóåò èç
ðåçóëüòàòîâ Ïàíîâà è Ðýÿ [PR], ñì. [BP, Proposition 8.5.4]:

1

F (H∗(ΩZK;F); t)
= (1 + t)m−n

n∑
i=0

hi · (−t)i.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñîãëàñóåòñÿ ñ (4.5) ïðè t = λ1 =
· · · = λm. Íàäî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

(4.6) (1 + t)m−n
n∑
i=0

hi · (−t)i = −
∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)t|J|.

Ïîäñòàâèâ s = −1/t â îïðåäåëåíèå h-÷èñåë, ïîëó÷àåì

(1 + t)−n
n∑
i=0

hi · (−t)i =
∑
I∈K

(−t)|I|(1 + t)−|I|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, −χ̃(KJ) =
∑
I∈KJ (−1)|I| çà ñ÷åò ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé. Ïîýòîìó

(4.6) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó, êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà
ñóììèðîâàíèÿ: ∑

J⊂[m]

∑
I∈KJ

(−1)|I|t|J| =
∑
I∈K

(−1)|I| · t|I|(1 + t)m−|I|. �

Ïî òåîðåìå Ìèëíîðà-Ìóðà [MM], àëãåáðà H∗(ΩZK;Q) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâà-
þùåé äëÿ ãðàäóèðîâàííîé ñóïåðàëãåáðû Ëè π∗(ΩZK)⊗Q. Ïîýòîìó π∗(ΩZK)⊗Q ñíàáæàåòñÿ
Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâêîé:

πn(ΩZK)⊗Q =
⊕

n=−i+2|α|

(π∗(ΩZK)⊗Q)−i,2α, (π∗(ΩZK)⊗Q)−i,2α ⊂ H−i,2α(ΩZK;Q).
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Çàìå÷àíèå 4.11. Âîçíèêàåò âîïðîñ:

• Åñòü ëè åñòåñòâåííàÿ Z× Zm≥0-ãðàäóèðîâêà íà π∗(ΩZK)?

Åñëè K ôëàãîâûé, òî, âîçìîæíî, òàêóþ ãðàäóèðîâêó ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþ ãîìîòîïè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ΩZK èç [PT, Corollary 7.3]. Ýòî ìîòèâèðîâàíî òàêèì ðàññóæäåíèåì: ïî [PT,
Theorem 1.1], ΩZK ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì ðåòðàêòîì ΩZK, ãäå K � íåñâÿçíîå îáúåäèíå-
íèå m òî÷åê. Íî ZK � áóêåò ñôåð, è â ýòîì ñëó÷àå ìóëüòèãðàäóèðîâêà íà ãîìîòîïè÷åñêèõ
ãðóïïàõ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ òåîðåìîé Õèëòîíà-Ìèëíîðà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî [GPTW, Theorem
5.3(c)]). Îäíàêî, êàê è â Çàìå÷àíèè 3.3, íàì íåèçâåñòíî, ñîõðàíÿåò ëè ìóëüòèãðàäóèðîâêó
ãîìîòîïè÷åñêîå ñå÷åíèå, ïîñòðîåííîå â [PT].

Òåïåðü ïðèìåíèì Òåîðåìó 4.9 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèãðàäóèðîâàííîãî ðÿäà Ïóàíêàðå äëÿ
π∗(ΩZK)⊗Q âî ôëàãîâîì ñëó÷àå. Ïóñòü L � ñâÿçíàÿ Z×Zm≥0-ãðàäóèðîâàííàÿ ñóïåðàëãåáðà Ëè,

à U(L) � åå óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ ãðàäóèðîâêà âñåãäà
íåîòðèöàòåëüíà èëè íåïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó ìîæíî äåëèòü íà ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû
è èçâëåêàòü ëîãàðèôìû. Çàäàäèì êîýôôèöèåíòû li,α è uj,β ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ

F (L; t, λ) =
∑
i,α

li,αt
iλα, lnF (U(L); t, λ) =

∑
j,β

uj,βt
jλβ .

Òàêæå îáîçíà÷èì

F (L;−t,−λ) =
∑
i,α

l̃i,αt
iλα, lnF (U(L);−t,−λ) =

∑
j,β

ũj,βt
jλβ .

ßñíî, ÷òî l̃i,α = (−1)i+|α|li,α, ũj,β = (−1)j+|β|uj,β .

Ëåììà 4.12. Ðÿäû Ïóàíêàðå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) F (V1 ⊕ V2; t, λ) = F (V1; t, λ) + F (V2; t, λ);
(2) F (V1 ⊗ V2; t, λ) = F (V1; t, λ) · F (V2; t, λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {vi}i∈I � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V è deg vi = (ai, bi), òî
F (V ; t, λ) =

∑
i∈I t

aiλbi .

(1) Áàçèñ ïðÿìîé ñóììû � ýòî îáúåäèíåíèå áàçèñîâ.
(2) Áàçèñ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ìíîæåñòâî ïîïàðíûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. �

Òåîðåìà 4.13 ([MM]).

F (U(L); t, λ) =
∏
i,α

(1− (−t)i(−λ)α)(−1)i+|α|+1li,α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áèðêãîôôà-Âèòòà ñëåäóåò: åñëè {xi,α} � îäíîðîä-
íûé àääèòèâíûé áàçèñ äëÿ L, òî U(L) èçîìîðôíà, êàê ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñâîáîäíîé ãðàäóèðîâàííî-êîììóòàòèâíîé àëãåáðå, ïîðîæäåííîé {xi,α}. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå ñëàãàåìîå tiλα â F (L; t, λ) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëþ{
F (Λ[xi,α];λ), i+ |α| íå÷åòíî
F (F[xi,α];λ), i+ |α| ÷åòíî

=

{
1 + tiλα, i+ |α| íå÷åòíî,

1
1−tiλα , i+ |α| ÷åòíî

= (1− (−1)i+|α|tiλα)(−1)i+|α|+1

â F (U(L); t, λ). �

Ëåììà 4.14. l̃i,α =
∑
k|i,α

ũi/k,α/k
µ(k)

k
, ãäå

∑
k|i,α îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì íàòóðàëü-

íûì k, äåëÿùèì i, α1, . . . , αm, à µ(n) � ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 4.13, F (U(L);−t,−λ) =
∏
i,α(1− tiλα)−l̃i,α . Ïîýòîìó∑

j,β

ũj,βt
jλβ = −

∑
i,α

l̃i,α ln(1− tiλα) =
∑
i,α

l̃i,α

∞∑
k=1

tikλkα

k
=
∑
j,β

∑
k|j,β

l̃j/k,β/k
tjλβ

k
.

Òàêèì îáðàçîì, ũj,β =
∑
k|j,β l̃j/k,β/k ·

1
k . Èñêîìîå òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì (Z×Zm≥0-

ãðàäóèðîâàííîé) ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà. �
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Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ðàññìîòðèì Zm≥0-ãðàäóèðîâàííûé
ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä∑

β

wβλ
β = − ln

− ∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)(−λ)J

 .

Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈ Zm≥0 âåðíî

dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−|α|,2α = (−1)|α|
∑
k|α

µ(k)

k
wα/k.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ dim(π∗(ΩZK)⊗Q)i,β = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = π∗(ΩZK)⊗Q, òàê ÷òî U(L) = H∗(ΩZK;Q) ïî òåîðåìå Ìèëíîðà-
Ìóðà. Èç Òåîðåìû 4.9 èìååì∑
i,β

ũi,βt
iλβ = − ln

− ∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)(−t)−|J|λ2J

 = − ln

− ∑
J⊂[m]

χ̃(KJ)(−λ2/t)J

 =
∑
α

wαt
−|α|λ2α.

Ïîýòîìó ũ−|α|,2α = wα, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ũi,β = 0. Ïî Ëåììå 4.14,

l̃−|α|,2α =
∑

k|−|α|,2α

ũ−|α|/k,2α/k
µ(k)

k
=
∑
k|α

wα/k
µ(k)

k
,

è èíà÷å l̃i,β = 0. Íàêîíåö, dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−|α|,2α = l−|α|,2α = (−1)|α| l̃−|α|,2α. �

Çàìå÷àíèå 4.16. ×èñëà ln := dimπn+1(ZK) ⊗ Q = dimπn(ΩZK) ⊗ Q =
∑
|α|=n l−|α|,2α äëÿ

ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ K âïåðâûå áûëè îïèñàíû Äýíåìîì è Ñóöèó [DS, Theorem 4.2.1]. Îíè
ðàññóæäàëè ïîõîæèì îáðàçîì: Z-ãðàäóèðîâàííàÿ âåðñèÿ Òåîðåìû 4.13 äàåò

F (H∗(ΩZK;Q); t) =
∏
r≥1

(1 + t2r−1)l2r

(1− t2r)l2r+1
.

Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ë¼ôâîëëà, ñâÿçûâàþùàÿ F (H∗(ΩZK;Q); t) ñ áèãðàäóèðîâàííûì
ðÿäîì Ïóàíêàðå äëÿH∗(ZK;Q).Èíîãäà ýòîò ïîäõîä óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ, êàê â [DS, Example
7.2.1], íî â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëà èç Òåîðåìû 4.15 áîëåå ÿâíàÿ. Òàêæå îíà äàåò îòâåò ñ ó÷åòîì
ìóëüòèãðàäóèðîâêè.

Çàìå÷àíèå 4.17. Â ðàáîòå [Us] Óñòèíîâñêèé èíòåðïðåòèðîâàë íåîòðèöàòåëüíîñòü ÷èñåë
ln = dim(πn(ΩZK) ⊗ Q) êàê ïîëèíîìèàëüíûå íåðàâåíñòâà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
h-÷èñëà êîìïëåêñà K âî ôëàãîâîì ñëó÷àå (h-÷èñëà ïîÿâëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëå
Ïàíîâà-Ðýÿ).

Àíàëîãè÷î, â ìóëüòèãðàäóèðîâàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü íåîòðèöàòåëü-
íîñòü ÷èñåë l−|α|,2α = dim(π∗(ΩZK) ⊗ Q)−|α|,2α êàê ïîëèíîìèàëüíûå íåðàâåíñòâà íà ïðèâå-
äåííûå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ïîëíûõ ïîäêîìïëåêñîâ â K. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà Óñòèíîâñêîãî, òàê êàê ln =

∑
|α|=n l−|α|,2α. Îäíàêî èõ êîìáèíàòîðíàÿ èíòåð-

ïðåòàöèÿ ìåíåå ÿñíà. Â ÷àñòíîñòè, â ìóëüòèãðàäóèðîâàííîì ñëó÷àå ëîãàðèôì ôîðìàëüíîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Íüþòîíà, êàê â [Us, Lemma 1.4].

Ïðèìåð 4.18. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−|α|,2α ≥ 0 ïðè α = [m] =
∑m
i=1 ei ∈

Zm≥0. Â ýòîì ñëó÷àå k|α òîëüêî ïðè k = 1. Ïî Òåîðåìå 4.15,

dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−m,2[m] = (−1)mw[m],
∑
β

wβλ
β = − ln

1−
∑

J⊂[m],
J 6=∅

(−1)|J|χ̃(KJ)λJ

 .

Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî ôîðìóëå − ln(1− t) =
∑
N≥1 t

N/N è ñìîòðÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè

λ[m], ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: äëÿ ëþáîãî ôëàãîâîãî êîìïëåêñà K

(4.7) dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−m,2[m] =
∑
N≥1

1

N

Ji 6=∅∑
[m]=J1t···tJN

N∏
i=1

χ̃(KJi) ≥ 0.
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Çäåñü íàáîð ïîäìíîæåñòâ J1, . . . , JN óïîðÿäî÷åí, ïîýòîìó êàæäîå ðàçáèåíèå {J1, . . . , JN}
ìíîæåñòâà [m] ó÷èòûâàåòñÿ â ñóììå ðîâíî N ! ðàç.

Åñëè gcd(α1, . . . , αm) = 1, òî àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò íåðàâåíñòâî

dim(π∗(ΩZK)⊗Q)−|α|,2α =
∑
N≥1

1

N

Ji 6=∅∑
α=J1+···+JN

N∏
i=1

χ̃(KJi) ≥ 0.

5. LS-êàòåãîðèÿ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ âî ôëàãîâîì ñëó÷àå

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî LS-êàòåãîðèÿ cat(X) � ýòî íàèìåíüøåå öåëîå
n, òàêîå ÷òî íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîêðûòèå X = U0 ∪ · · · ∪ Un, â êîòîðîì êàæäîå èç âëîæåíèé
Ui ↪→ X ãîìîòîïíî òðèâèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 5.1. Â ðàííèõ èñòî÷íèêàõ, òàêèõ êàê [Gi], ïîêðûòèå îáîçíà÷àëîñü êàê U1∪· · ·∪Un.
Ïîýòîìó çíà÷åíèå cat(X) áûëî ñäâèíóòî íà 1. Â îñòàëüíûõ ðàáîòàõ, íà êîòîðûå ìû ññûëàåìñÿ,
èñïîëüçóåòñÿ ñîâðåìåííîå ñîãëàøåíèå.

Íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà cat(ZK) ïîëó÷åíû â ðàáîòå [BG]. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþ-
ùèì ðåçóëüòàòîì:

Ïðåäëîæåíèå 5.2 ([BG, Corollary 3.13]). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ áåç ïðè-
çðà÷íûõ âåðøèí. Òîãäà cat(ZK) ≤ cat(RK). �

5.1. LS-êàòåãîðèÿ âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ âî ôëàãîâîì ñëó÷àå.
Äëÿ ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ âû÷èñëåíèå cat(RK) ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå èç òåîðèè ãðóïï, ðå-
øåííîé Äðàíèøíèêîâûì [Dr].

Òåîðåìà 5.3 (ñì. [ÏÂ]). Åñëè K ôëàãîâûé, òî RK = B(RC′K), ãäå RC′K � êîììóòàíò ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ãðóïïû Êîêñòåðà RCK. �

Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü cdimkX òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàä êîëüöîì k �

ýòî íàèìåíüøåå öåëîå n, òàêîå ÷òî H̃i(X;k) = 0 äëÿ âñåõ i > n. Àíàëîãè÷íî, ãîìîëîãè÷åñêàÿ

ðàçìåðíîñòü hdimkX � ýòî íàèìåíüøåå n, òàêîå ÷òî H̃i(X;k) = 0 äëÿ âñåõ i > n.
Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü cdG äèñêðåòíîé ãðóïïû G � ýòî íàèìåíüøåå öåëîå n, òàêîå

÷òî Hi(G;M) = 0 äëÿ âñåõ i > n è âñåõ Z[G]-ìîäóëåé M.
×òîáû ïîêðûòü âûðîæäåííûå ñëó÷àè, ïîëîæèì cdimk pt := −1 è cd 1 := 0. Çàìåòèì, ÷òî

cdimk ∅ := −1.

Òåîðåìà 5.4. cdG = cat(BG) äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ýéëåíáåðãà-Ãàíåà [EG], íåðàâåíñòâî cdG 6= cat(BG) âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå cdG = 1. Íî â ýòîì ñëó÷àå G ñâîáîäíà ïî òåîðåìå Ñòîëëèíãñà-Ñâàíà [Sw].
Òîãäà BG � áóêåò îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó cat(BG) = 1. �

Ïðåäëîæåíèå 5.5 ([Br, Proposition VIII.2.2]). cdimZBG ≤ cdG ≤ dimBG. �

Ñëåäñòâèå 5.6. Åñëè K ôëàãîâûé, òî cdimZRK ≤ cd RC′K = cat(RK) ≤ dimRK. �

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Åñëè K 6= ∆m−1, òî cdimZRK = 1 + maxJ⊂[m] cdimZKJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 2.2, Hn(RK;Z) =
⊕

J⊂[m] H̃
n−1(KJ ;Z). Òàê êàê K 6= ∆m−1, â

K íàéäåòñÿ íåñâÿçíûé ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ; ïîýòîìó H1(RK;Z) 6= 0. Çíà÷èò, cdimZRK > 0,

à ïðè n > 0 èìååì Hn(RK;Z) = H̃n(RK;Z). �

Íàïîìíèì ïîíÿòèå âèðòóàëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîé ãðóïïû G :
åñëè G1 ⊂ G � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà, òàêàÿ ÷òî cdG1 <∞, òî vcdG := cdG1. Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó Ñåððà (ñì. [Br, �VIII.11]), ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò âûáîðà G1.

Ïðåäëîæåíèå 5.8 (cf. [Dr, p. 142]). Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

cd RC′K = 1 + max
I∈K

cdimZ lkK I.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì vcd RCK = cd RC′K, òàê êàê [RCK : RC′K] = |Zm2 | < ∞ è cd RC′K ≤
dimRK <∞. Â [Dr] Äðàíèøíèêîâ ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

vcd RCK = max(lcd(K), 1 + cdimZK), ãäå lcd(K) := 1 + max
I∈K,I 6=∅

cdimZ lkK I

(â îáîçíà÷åíèÿõ [Dr], ïóñòîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
lkK∅ = K. �

Ïðåäëîæåíèå 5.9. Äëÿ ëþáîãî ôëàãîâîãî êîìïëåêñà K 6= ∆m−1 èìååì cd RC′K = cat(RK) =
cdimZRK = 1 + maxJ⊂[m] cdimZKJ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ñëåäñòâèþ 5.6, Ïðåäëîæåíèþ 5.8, Ëåììå 2.1 è Ïðåäëîæåíèþ 5.7,

cdimZRK ≤ cat(RK) = cd RC′K = 1 + max
I∈K

cdimZ lkK I ≤ 1 + max
J⊂[m]

cdimZKJ = cdimZRK. �

Çàìå÷àíèå 5.10. Òàêèì îáðàçîì,

max
I∈K

cdimZ lkK I = max
J⊂[m]

cdimZKJ

äëÿ ôëàãîâûõ K. Íà ñàìîì äåëå ýòî òîæäåñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ êîìáèíàòîðíóþ äâîéñòâåííîñòü Àëåêñàíäåðà (ñì.
[BP, Corollary 2.4.6]) ê ðåçóëüòàòàì Àéçåíáåðãà [Àé, Ïðåäëîæåíèå 3.2]. Îí äîêàçàë, ÷òî s-
ëèíê-àöèêëè÷íûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû � ýòî â òî÷íîñòè s-ïîäêîìïëåêñ-àöèêëè÷íûå
êîìïëåêñû.

5.2. Íèæíèå îöåíêè íà LS-êàòåãîðèþ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ. Ïóñòü F � ïîëå, X �
îäíîñâÿçíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ. Ñóùåñòâóåò ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ïåðâîì êâàäðàíòå, íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìèëíîðà-Ìóðà,
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

E2
p,q
∼= TorH∗(ΩX;F)

p (F,F)q ⇒ Hp+q(X;F).

Åå ìîæíî ïîñòðîèòü òàê (ñì. [To, Section II.A]). Ïóñòü (A, d) � ñâÿçíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà íàä F. Òîãäà åå ïðèâåäåííàÿ áàð-êîíñòðóêöèÿ B(A) := B(F,F) (ñì.
Ïîäðàçäåë 2.5) ÿâëÿåòñÿ áèêîìïëåêñîì. Ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ

E2 = H(H(B(A), d), ∂) ∼= H(B(H(A)), ∂) ∼= TorH(A)(F,F)

(âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Êþííåòà).
Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìèëíîðà-Ìóðà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ A = C∗(ΩX;F).

Â äðóãèõ ïîäõîäàõ ê ïîñòðîåíèþ ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ åñòå-
ñòâåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèëüòðàöèè íà ïðîñòðàíñòâàõ, ñëàáî ýêâèâàëåíòíûõ X :

• Êîíñòðóêöèÿ Ìèëíîðà êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà B∞G(X) òîïîëîãè÷åñêîé
ãðóïïû G(X) ' ΩX [Mi] (ñì. òàêæå [ÁË, Ðàçäåë 6]);
• Êîíñòðóêöèÿ ðàññëîåíèé-êîðàññëîåíèé Ãàíåà [Ga];
• Ôèëüòðàöèÿ Äæ.Óàéòõåäà íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé ∆∞ → X (ñì. [Gi, �1]).

Ýòè êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê èçîìîðôíûì ñïåêòðàëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñì. [Gi, �3].
Íàëè÷èå ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ìèëíîðà-Ìóðà ñõîäèòñÿ ê H∗(X;F).

Çàìå÷àíèå 5.11. Â äåéñòâèòåëüíîñòè dg-êîàëãåáðû B(C∗(ΩX;k)) è C∗(X;k) êâàçè-èçîìîðôíû
äëÿ ëþáîãî êîëüöà k, ñì. [FHT, Theorem IV]. Ýòî äà¼ò ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(E0, d0) = (B(C∗(ΩX;k)), d)⇒ H∗(X;k),

íî ïåðâûé ëèñò â íåé íå îáÿçàòåëüíî èçîìîðôåí B(H∗(ΩX;k)).

LS-êàòåãîðèÿ ïðîñòðàíñòâà X îöåíèâàåòñÿ ñíèçó èíâàðèàíòîì Òóìåðà eF(X) :

Òåîðåìà 5.12 ([Gi, Theorem 2.2], ñì. òàêæå [To, Theorem II.B.2]). Äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Ìèëíîðà-Ìóðà îáîçíà÷èì eF(X) := max{p : E∞p,∗ 6= 0}. Òîãäà cat(X) ≥
eF(X). �

Ïðåäëîæåíèå 5.13. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, F � ïîëå. Òîãäà ñïåê-
òðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìèëíîðà-Ìóðà äëÿ ZK íàä F âûðîæäàåòñÿ â E2, è eF(ZK) =
1 + maxJ⊂[m] hdimFKJ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ E2
∗,∗ and E

∞
∗,∗ ñ ïîìîùüþ

Òåîðåìû 4.5 è Òåîðåìû 2.2:∑
p,q

dimE2
p,q =

∑
i

dim Tor
H∗(ΩZK;F)
i (F,F) =

∑
i

∑
J⊂[m]

dim H̃i−1(KJ ;F);

∑
p,q

dimE∞p,q =
∑
i

dimHi(ZK;F) =
∑
i

∑
J⊂[m]

dim H̃i−|J|−1(KJ ;F).

Îíè ðàâíû, ïîýòîìó âñå äèôôåðåíöèàëû òðèâèàëüíû. Ôîðìóëà äëÿ èíâàðèàíòà Òóìåðà ñëå-

äóåò èç Òåîðåìû 4.5: E∞p,∗
∼= E2

p,∗
∼= TorH∗(ΩZK;F)

p (F,F) =
⊕

J⊂[m] H̃p−1(KJ ;F). �

Ëåììà 5.14. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè ãðóïïàìè
ãîìîëîãèé. Òîãäà cdimZX = maxF hdimFX, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîëÿì F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cdimZX = n, è ïóñòü F � ïîëå. Ïî òåîðåìå îá óíèâåðñàëüíûõ êîýô-

ôèöèåíòàõ, H̃k(X;F) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç H̃k(X;Z) è H̃k+1(X;Z). Ñëåäîâàòåëüíî, H̃k(X;F) = 0
ïðè k > n. Ïîýòîìó hdimFX ≤ n ïðè âñåõ F.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî H̃n(X;F) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî F. Òàê êàê H̃n(X;Z) 6= 0, âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ:

• Íåòðèâèàëüíà ñâîáîäíàÿ ÷àñòü H̃n(X;Z). Òîãäà H̃n(X;Q) 6= 0, îòêóäà H̃n(X;Q) 6= 0.

• Íåòðèâèàëüíî p-êðó÷åíèå â H̃n(X;Z) äëÿ íåêîòîðîãî p. Òîãäà íåòðèâèàëüíî p-êðó÷åíèå

â H̃n−1(X;Z). Çíà÷èò, åñòü íåòðèâèàëüíîå p-êðó÷åíèå â H̃n−1(X;Z/p) è H̃n(X;Z/p).
Òàêèì îáðàçîì, H̃n(X;Z/p) 6= 0. �

Ïðåäëîæåíèå 5.15. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà cat(ZK) ≥ 1 +
maxJ⊂[m] cdimZKJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. cat(ZK) ≥ maxF eF(ZK) = 1+maxJ⊂[m] maxF hdimFKJ = 1+maxJ⊂[m] cdimZKJ .
�

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü Òåîðåìó 1.6. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó:

Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü K 6= ∆m−1 � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà

cat(ZK) = cat(RK) = cdimZRK = 1 + max
I∈K

cdimZ lkK I = 1 + max
J⊂[m]

cdimZKJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèÿ 5.2, 5.9, 5.15 äàþò öèêëè÷åñêèå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà. �

Ñëåäñòâèå 5.17. Ïóñòü K � ôëàãîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ d-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òîãäà cat(ZK) =
cat(RK) = d+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî maxJ⊂[m] cdimZKJ = d. Èìååì

d = hdimZ/2K ≤ cdimZK ≤ max
J⊂[m]

cdimZKJ ≤ dimK = d. �

Çàìå÷àíèå 5.18. LS-êàòåãîðèþ ZK äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òðèàíãóëÿöèé îäíîìåðíûõ è äâó-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé âû÷èñëèëè Áåáåí è Ãðáè÷ [BG, Proposition 4.7 è Proposition 4.12]. Â
íåôëàãîâîì ñëó÷àå cat(ZK) ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì d+ 1.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåäîñòàþùèõ ãðàíåé êîìïëåêñà K êàê MF(K). Ïî îïðåäåëåíèþ,
MF(K) = {I ⊂ [m] : I /∈ K, è I \ {i} ∈ K, ∀i ∈ I}. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó â íåôëàãîâîì
ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì, çàìå÷åííûì Áåáåíîì è Ãðáè÷:

Ïðåäëîæåíèå 5.19 (ñì. [BG, Lemma 3.11]). Ïóñòü L0 ⊂ · · · ⊂ Ls � ôèëüòðàöèÿ ñèì-
ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, òàêàÿ ÷òî Lp+1 \ Lp ⊂ MF(Lp) äëÿ âñåõ p = 0, . . . , s − 1. Òîãäà
cat(ZLs) ≤ cat(ZL0

) + s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâà ëåìì [BG, Lemma 3.10 è
Lemma 3.11]. Êëþ÷åâîé øàã � ïðîâåðêà ðàçëîæåíèÿ

(5.1) ZLp+1
\ ZLp =

⊔
I∈Lp+1\Lp

∏
i∈I

(D2 \ S1)×
∏
i/∈I

S1.
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Ïóñòü x = (x1, . . . , xm) ∈ ZLp+1
\ ZLp . Íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ I ∈ Lp+1 \ Lp, òàêîé ÷òî x ∈∏

i∈I D
2 ×

∏
i/∈I S

1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ ëþáîãî j ∈ I èìååì I \ {j} ∈ Lp. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî j ∈ I âåðíî xj ∈ S1, òî

x ∈
∏

i∈I\{j}

D2 ×
∏

i/∈I\{j}

S1 ⊂ ZLp

� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, xj ∈ D2 \ S1 äëÿ âñåõ j ∈ I. Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

ZLp+1
\ ZLp ⊂

⊔
I∈Lp+1\Lp

∏
i∈I

(D2 \ S1)×
∏
i/∈I

S1.

Íàîáîðîò, ïóñòü x ∈
∏
i∈I(D

2 \ S1)×
∏
i/∈I S

1 äëÿ íåêîòîðîãî I ∈ Lp+1 \ Lp. Î÷åâèäíî,

x ∈
∏
i∈I

D2 ×
∏
i/∈I

S1 ⊂ ZLp+1 .

Åñëè x ∈ ZLp , òî íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ J ∈ Lp, òàêîé ÷òî x ∈
∏
i∈J D

2×
∏
i/∈J S

1. Ïîëó÷àåì I ⊂ J,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò I /∈ Lp è J ∈ Lp. Çíà÷èò, x ∈ ZLp+1

\ ZLp . Òîæäåñòâî (5.1) ïðîâåðåíî. �

Òåïåðü ìû ââåäåì ÷èñëî ν(K), êîòîðîå èçìåðÿåò, íàñêîëüêî êîìïëåêñ K íåôëàãîâûé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî Kf � åäèíñòâåííûé ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m], òàêîé ÷òî
sk1Kf = sk1K.

Îïðåäåëåíèå 5.20. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôèëü-
òðàöèþ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ:

L0 := K, Lp+1 := Lp ∪ {I ∈ MF(Lp) : |I| ≥ 3}
(íà p-îì øàãå ê êîìïëåêñó Lp äîáàâëÿþòñÿ âñå åãî íåäîñòàùèå ãðàíè, êðîìå íåäîñòàþùèõ
ðåáåð).

ßñíî, ÷òî ôèëüòðàöèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà ôëàãîâîì ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå. Òàê êàê
sk1 Lp = sk1 Lp−1 = · · · = sk1K äëÿ ëþáîãî p, ôèëüòðàöèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà Kf . Îïðåäåëèì
ν(K) êàê íàèìåíüøåå n ≥ 0, òàêîå ÷òî Ln = Kf .

Ïðåäëîæåíèå 5.21. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà cat(ZKf ) ≤ cat(ZK)+ν(K)
èëè, ýêâèâàëåíòíî,

cat(ZK) ≥ 1− ν(K) + max
J⊂[m]

cdimZKfJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ôèëüòðàöèÿ K = L0 ⊂ · · · ⊂ Lν(K) = Kf èç Îïðåäåëåíèÿ 5.20
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 5.19. Ïîýòîìó cat(ZKf ) ≤ cat(ZK)+ν(K). Âòîðîå íåðà-
âåíñòâî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 5.16. �

×èñëî ν(K) è êîìïëåêñû Lp ìîæíî îïèñàòü ÿâíî:

Ïðåäëîæåíèå 5.22. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Òîãäà ν(K) � ýòî íàèìåíüøåå
n ≥ 0, òàêîå ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå: J ∈ K âñÿêèé ðàç, êîãäà J ⊂ I ∈ Kf è |I \ J | ≥ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû

L′p := {I ∈ Kf | J ∈ K äëÿ ëþáîãî J ⊂ I, òàêîãî ÷òî |I \ J | ≥ p}.
ßñíî, ÷òî L′p ⊂ L′p+1.

Óñëîâèÿ �J ∈ K âñÿêèé ðàç, êîãäà J ⊂ I ∈ Kf è |I \ J | ≥ n� è �L′n = Kf � ýêâèâàëåíòíû.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî L′p = Lp äëÿ âñåõ p ≥ 0. Èíäóêöèÿ ïî p.

Áàçà èíäóêöèè: L′0 = {I ∈ Kf | J ∈ K äëÿ âñåõ J ⊂ I} = K = L0.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü L′p = Lp. Ìû ïîêàæåì, ÷òî Lp+1 \ Lp ⊂ L′p+1 è L′p+1 \ L′p ⊂ Lp+1.

ßñíî, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò L′p+1 = Lp+1.

(1) Ïóñòü I ∈ Lp+1 \ Lp. Òîãäà I ∈ Kf è I ∈ MF(Lp).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J ⊂ I è |I \ J | ≥ p + 1. Òàê êàê |I \ J | ≥ 1, íàéäåòñÿ ýëåìåíò

i ∈ I \ J. Òîãäà J ⊂ I \ {i} è |(I \ {i}) \ J | ≥ p. Òàêæå I \ {i} ∈ L′p, òàê êàê I ∈ MF(L′p).
Ñëåäîâàòåëüíî, J ∈ K. Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî I ∈ L′p+1.

(2) Ïóñòü I ∈ L′p+1 \ L′p, òàê ÷òî I ∈ Kf . ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî I ∈ Lp+1, ìû äîêàæåì, ÷òî
I ∈ MF(Lp) è |I| ≥ 3.
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• Ïóñòü i ∈ I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J ⊂ I \ {i} òàêîâî, ÷òî |(I \ {i}) \ J | ≥ p. Òîãäà
J ⊂ I è |I \ J | ≥ p+ 1. Èç I ∈ L′p+1 ïîëó÷àåì J ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî, I \ {i} ∈ L′p
äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ìû äîêàçàëè, ÷òî I ∈ MF(L′p).

• Ïóñòü |I| ≤ 2. Òîãäà I ∈ sk1 L′p+1. Íî L′p+1 ⊂ Kf , òàê ÷òî I ∈ sk1Kf = sk1 Lν(K) =
· · · = sk1 Lp � ïðîòèâîðå÷èå ñ I /∈ Lp. �

Ñëåäñòâèå 5.23. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ïóñòü d = dimKf , è skiK = skiKf
äëÿ íåêîòîðîãî i ≤ d. Òîãäà ν(K) ≤ d− i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà ñ÷åò Ïðåäëîæåíèÿ 5.22 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå: J ∈ K âñÿêèé
ðàç, êîãäà J ⊂ I ∈ Kf è |I \J | ≥ d−i. Íî åñëè I ∈ Kf , òî |I| ≤ d+1. Ñëåäîâàòåëüíî, |J | ≤ i+1,
òî åñòü J ∈ skiKf = skiK ⊂ K. Èòàê, J ∈ K, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Ïðèìåð 5.24. Ïóñòü K � i-îñòîâ ôëàãîâîãî êîìïëåêñà Kf , 2 ≤ i ≤ d = dimKf . Òîãäà
ν(K) ≤ d − i ïî Ñëåäñòâèþ 5.23. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé d-ìåðíûé
ñèìïëåêñ I ∈ Kf è âûáåðåì â íåì ïîäìíîæåñòâî J ⊂ I, |J | = i + 2. Òîãäà J /∈ K è |I \ J | =
(d+ 1)− (i+ 2) = d− i− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ν(K) = d− i. Â ÷àñòíîñòè, ν(ski ∆m−1) = m− i− 1.

Íî â îáùåì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî ν(K) ≤ min{n : skd−nK = skd−nKf} ìîæåò áûòü ñòðîãèì.
Íàïðèìåð, äëÿ K = ∂∆2 t ∂∆5 èìååì ν(K) = 1 è d = 5, õîòÿ sk4K 6= sk4Kf .

Ñëåäñòâèå 5.25. Ïóñòü K � ôëàãîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ d-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü L �
òàêîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m], ÷òî skiK ⊂ L ⊂ skj K äëÿ íåêîòîðûõ i, j, 1 ≤ i ≤
j ≤ d. Òîãäà i+ 1 ≤ cat(ZL) ≤ j + 1. Â ÷àñòíîñòè, cat(Zski K) = i+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ñëåäñòâèþ 5.17, cat(ZK) = d+ 1. ßñíî ÷òî, sktK = skt(skiK) ⊂ skt L ⊂
skt(skj K) = sktK äëÿ ëþáîãî t ≤ i. Ïîýòîìó ski L = skiK è sk1 L = sk1K.

Êîìïëåêñ K ôëàãîâûé, è sk1K = sk1 L, òàê ÷òî K = Lf . Èç Ñëåäñòâèÿ 5.23 ïîëó÷àåì
ν(L) ≤ d − i. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.21, cat(ZK) ≤ cat(ZL) + ν(L). Òàêèì îáðàçîì, cat(ZL) ≥
(d+ 1)− (d− i) = i+ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, cat(ZL) ≤ 1+dimL ïî [BG, Lemma 3.11]. Âåðõíÿÿ îöåíêà cat(ZL) ≤ j+1
òåïåðü ñëåäóåò èç dimL ≤ dim skj K = j. �

ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ôëàãîâîãî êîìïëåêñà K, òàêîãî ÷òî
dimK = maxJ⊂[m] cdimZKJ = d.

Ïðèìåð 5.26. Êàæäîìó ïðîñòîìó n-ìåðíîìó ìíîãîãðàííèêó P ñîîòâåòñòâóåò òðèàíãóëÿöèÿ
(n − 1)-ìåðíîé ñôåðû ∂P ∗. Ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZP � ýòî ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò-
óãîë êîìïëåêñ Z∂P∗ . Â ðàáîòå [ÁË] Áóõøòàáåð è Ëèìîí÷åíêî èçó÷àëè íåêîòîðîå ñåìåéñòâî
ôëàãîâûõ ìíîãîãðàííèêîâ Q = {Qn}n≥0, dimQn = n. Â ÷àñòíîñòè, îíè âû÷èñëèëè LS-
êàòåãîðèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé [ÁË, Òåîðåìà 6.11]: cat(ZQn) = n.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó íà cat(ZQn) îíè ïîñòðîèëè íåòðèâèàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äëè-
íû n â êîëüöå H∗(ZQn) è âîñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì cat(X) ≥ cup(X) ìåæäó
LS-êàòåãîðèåé è cup-äëèíîé ïðîñòðàíñòâà X. Ïî îïðåäåëåíèþ, cup(X) ≥ n, åñëè ñóùåñòâóþò
α1, . . . , αn ∈ H̃∗(X), òàêèå ÷òî α1 ^ · · ·^ αn 6= 0.

Ïðèìåíÿÿ ê ZQn Ñëåäñòâèå 5.17, ìû ïîëó÷àåì òî æå çíà÷åíèå cat(ZQn) = n äðóãèì ìåòî-
äîì. Òàêæå, ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.13, ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìèëíîðà-Ìóðà äëÿ ZQn
âûðîæäàåòñÿ â E2. Ýòî óñèëèâàåò ðåçóëüòàò èç [ÁË, Òåîðåìà 6.11], ãäå äîêàçàíî âûðîæäåíèå
ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ëèñòå En+1.

Ïðîáëåìà 5.27. Íåðàâåíñòâî cat(ZK) ≥ cup(ZK) ìîæåò áûòü ñòðîãèì (ñì. [BG, Examples
5.8, 5.9]). Îäíàêî âî âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ K íå ÿâëÿåòñÿ ôëàãîâûì. Âîçíèêàåò âîïðîñ:

• Äëÿ âñåõ ëè ôëàãîâûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ âåðíî cat(ZK) = cup(ZK)?

Òàê êàê âî ôëàãîâîì ñëó÷àå LS-êàòåãîðèÿ (Òåîðåìà 5.16) è êîëüöî êîãîìîëîãèé [BP,
Theorem 4.5.8] ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà èçâåñòíû, âîïðîñ äîïóñêàåò ÷èñòî êîìáèíàòîðíóþ ôîð-
ìóëèðîâêó:

• ÏóñòüK � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m].Îáîçíà÷èì d = maxJ⊂[m] cdimZKJ .
Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Ad+1 ⊂ [m],
÷òî îòîáðàæåíèå

H̃0(KA1
)⊗ · · · ⊗ H̃0(KAd+1

) ∼= H̃d(KA1
∗ · · · ∗ KAd+1

)→ H̃d(KA1t···tAd+1
),
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èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèåì KA1t···tAd+1
↪→ KA1

∗ · · · ∗ KAd+1
, íåòðèâèàëüíî?

(Êëàññû α1, . . . , αd+1 ∈ H∗(ZK) ìîæíî ñ÷èòàòü Z× Zm≥0-îäíîðîäíûìè, òî åñòü αi ∈ H̃ki(KAi)
äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ A1, . . . , Ad+1 ⊂ [m] è ki ≥ 0. Íî òîãäà ki = 0 èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåð-
íîñòè.)

Ïåðåéäÿ, åñëè íóæíî, îò K ê KJ , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî maxJ⊂[m] cdimZKJ = cdimZK è

K = KA1t···tAd+1
. Íàêîíåö, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññû αi ∈ H̃0(KAi) èíäóöèðîâàíû îáðàçóþ-

ùåé ãðóïïû H̃0(S0) ïîä äåéñòâèåì ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé KAi → S0 (ëþáîé ýëåìåíò

ãðóïïû H̃0(KAi) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òàêèõ êëàññîâ). Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìó-
ëèðîâàòü âîïðîñ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, è d = cdimZK. Îáîçíà÷èì êàê
Cd = S0 ∗ · · · ∗ S0 îêòàýäðàëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ d-ìåðíîé ñôåðû. Âñåãäà ëè ñóùå-
ñòâóåò ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ KJ è ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå KJ → Cd, òàêîå ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì H̃d(Cd)→ H̃d(KJ) íåòðèâèàëåí?

Çàìåòèì: åñëè X � êîíå÷íûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ è cdimZX = d, òî ëþáîé ýëåìåíò

α ∈ H̃d(X;Z) ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàí îáðàçóþùåé ãðóïïû H̃d(Sd;Z) ïîä äåéñòâèåì íåêîòî-
ðîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Sd (ýòî ñëåäóåò èç òåîðèè ïðåïÿòñòâèé). Ïî òåîðåìå
î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, f ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñèìïëèöèàëüíûì ïîñëå íåêîòîðîãî
ïîäðàçáèåíèÿ êîìïëåêñà X. Òî åñòü, ïî ñóòè, ìû ñïðàøèâàåì: �Äîñòàòî÷íî ëè ïîäðàçáèòû
ôëàãîâûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû?�
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