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Ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Êîêñåòåðà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ãðóïï. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðàô-ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï.
Åñëè G = (G1, . . . , Gm) è Γ � ãðàô íà m âåðøèíàõ, òî ãðàô-ïðîèçâåäåíèå GΓ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

GΓ = Fm
k=1Gk/(gigj = gjgi ïðè gi ∈ Gi, gj ∈ Gj, {i, j} ∈ Γ),

ãäå Fm
k=1Gk îáîçíà÷àåò ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Gk. Ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû

Êîêñòåðà ïîëó÷àþòñÿ ïðè Gk = Z2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè ãðóïïû èíòåðåñíû è ñ
ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, ïîðîæäåííûìè îòðà-
æåíèÿìè â ãèïåðãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïðÿìûìè äâóãðàííûìè óãëàìè.
Êîììóòàíòû ãðóïï Êîêñåòåðà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè êîíå÷íî-

ìåðíûõ àñôåðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ), ÷àñòî
îêàçûâàþùèõñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè. Â ðàáîòå [2] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé, ïîêàçûâàþ-
ùèé, â êàêèõ ñëó÷àÿõ êîììóòàíò ãðóïïû Êîêñåòåðà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé.
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ êîììóòàíò îêàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñ îä-
íèì ñîîòíîøåíèåì. Òàêèå ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó
ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî [m] = {1, 2, . . . ,m} è åãî ïîäìíîæåñòâà
I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m], ãäå I ìîæåò áûòü ïóñòûì èëè âñåì [m]. Ïóñòü K � ñèìïëè-
öèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m], òî åñòü òàêîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ I ⊂ [m],
÷òî äëÿ ëþáîãî I ∈ K âñå ïîäìíîæåñòâà â I òàêæå ñîäåðæàòñÿ â K .

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ [m] ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå K íà J

KJ = {I ∈ K : I ⊂ J},

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïîäêîìïëåêñîì â êîìïëåêñå K .

Êîíñòðóêöèÿ 1 (ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] è

(X,A) = {(X1, A1), . . . , (Xm, Am)}

� íàáîð èç m ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè pt ∈
Ai ⊂ Xi. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X,A)I =
{

(x1, . . . , xm) ∈
∏m

k=1Xk : xk ∈ Ak ïðè k 6∈ I
}

è îïðåäåëèì ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà (X,A), ñîîòâåòñòâóþùåå êîì-
ïëåêñó K , êàê

(X,A)K =
⋃
I∈K

(X,A)I =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
i 6∈I

Ai

)
.

Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïàðû (Xi, Ai) îäèíàêîâû, ò. å. Xi = X è Ai = A äëÿ âñåõ i,
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (X,A)K âìåñòî (X,A)K .
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü (X,A)K = (D1, S0), ãäå D1 � îòðåçîê [−1, 1], à S0 � åãî
ãðàíèöà {-1,1}. Ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (D1, S0)K èçâåñòíî êàê âåùåñòâåííûé
ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ è îáîçíà÷àåòñÿ RK :

RK = (D1, S0)K =
⋃
I∈K

(D1, S0)I .

Êîíñòðóêöèÿ 3 (ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà). Ïóñòü Γ � ãðàô ñ m
âåðøèíàìè. Áóäåì ïèñàòü {i, j} ∈ Γ, åñëè {i, j} ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F (g1, . . . , gm) ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ m îáðàçóþùèìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàì
ãðàôà Γ. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà RCΓ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

RCΓ = F (g1, . . . , gm)/(g2
i = 1, gigj = gjgi ïðè {i, j} ∈ Γ).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó Êîêñåòåðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîìåð-
íîìó îñòîâó ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K , ÷åðåç RCK .

Íåäîñòàþùåé ãðàíüþ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
I ⊂ [m], êîòîðîå ñàìî íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì â K , íî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíî-
æåñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì â K . Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íàçû-
âàåòñÿ ôëàãîâûì, åñëè êàæäàÿ åãî íåäîñòàþùàÿ ãðàíü ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí (ò. å.
ëþáîé íàáîð åãî âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè, ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì âåðøèí
íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà). Êëèêîé â ãðàôå Γ íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ ïîäìîæåñòâî I
åãî âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè. Êàæäûé ôëàãîâûé êîìïëåêñ K ÿâ-
ëÿåòñÿ êëèêîâûì êîìëåêñîì ñâîåãî îäíîìåðíîãî îñòîâà Γ = K 1, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ
çàïîëíåíèåì êàæäîé êëèêè â Γ ñèìïëåêñîì.

Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷åñêèì, åñëè πi(X) = 0 äëÿ
ëþáîãî i > 2. Àñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-
Ìàêëåéíà K(π, 1) ñ π = π1(X).
Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå G-íàêðûòèå EG→ BG, òîòàëü-

íîå ïðîñòðàíñòâî EG êîòîðîãî ñòÿãèâàåìî, à áàçà BG, íàçûâàåìàÿ êëàññèôèöèðó-
þùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ G, èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï K(G, 1).
Êîììóòàíò ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G′.

Ïðåäëîæåíèå 4 (ñì. [2], Ñëåäñòâèå 3.4). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ íàm âåðøèíàõ. Òîãäà RK èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï K(π, 1) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà K � ôëàãîâûé, è ãðóïïà π1(RK ) èçîìîðôíà êîììóòàíòó RC ′K .

Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ õîðäîâûì, åñëè êàæäûé åãî öèêë ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåðøè-
íàìè ñîäåðæèò õîðäó (ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè
â öèêëå).

Ïðåäëîæåíèå 5 (ñì. [2], Ñëåäñòâèå 4.4). Êîììóòàíò RC ′K ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-
íîé ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K 1 ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì ãðàôîì.
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Ïóñòü (g, h) = g−1h−1gh � ãðóïïîâîé êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g, h. Â ñëåäóþùåé
òåîðåìå ïðèâîäèòñÿ ÿâíûé âèä ìèíèìàëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííîãî êîììóòàíòà RC ′K .

Òåîðåìà 6 (ñì. [2], Òåîðåìà 4.5). Ïóñòü RCK � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîê-
ñåòåðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K íà m âåðøèíàõ. Òîãäà
êîììóòàíò RC ′K èìååò êîíå÷íûé ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèé

èç
∑

J⊂[m] rankH̃0(KJ) âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

(gj, gi), (gk1 , (gj, gi)), . . . , (gk1 , (gk2 , . . . (gkm−2(gj, gi)) . . . )),

ãäå k1 < k2 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i äëÿ âñåõ s è i � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â
íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ïîäêîìïëåêñà Kk1,...,kl−2,j,i, íå ñîäåðæàùåé j.

Ïðèìåð 7.
1. Ïóñòü K � öèêë èç m > 4 çâåíüåâ. Òàê êàê K 1 íå ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì

ãðàôîì, ãðóïïà RC ′K íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñ RK ãîìåî-
ìîðôåí çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà (m − 4)2m−3 + 1. Ïîýòîìó
êîììóòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû RCK ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé
ýòîé ïîâåðõíîñòè, à çíà÷èò, ãðóïïîé ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.
2. Ïóñòü K � êëèêîâûé êîìïëåêñ ñëåäóþùåãî ãðàôà

íà ïÿòè âåðøèíàõ. Òåîðåìà 6 äàåò äëÿ êîììóòàíòà RC ′K ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ïîðîæäàþùèõ:

(g3, g1), (g4, g2), (g5, g4), (g5, (g4, g2)),

êîòîðûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

(g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = 1, (g3, g1)−1(g5, g4)−1(g3, g1)(g5, g4) = 1.

Ýòî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òàê êàê êàæäûé èç ýëåìåíòîâ g1 è g3

êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè g2 è g4, òî çíà÷èò êîììóòèðóþò è êîììóòàòîðû
(g4, g2)−1 è (g3, g1). Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

(g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = (g3, g1)−1(g3, g1)(g4, g2)−1(g4, g2) = 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è âòîðîå ñîîòíîøåíèå.
3. Ïóñòü K � êëèêîâûé êîìïëåêñ ñëåäóþùåãî ãðàôà
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íà ïÿòè âåðøèíàõ. Òåîðåìà 6 äàåò äëÿ êîììóòàíòà RC ′K ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ïîðîæäàþùèõ:

(g3, g1), (g4, g2),

ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì (g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = 1. Â äàííîì ïðèìåðå
êîììóòàíò RC ′K � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.

Ãîìîëîãèè êîìïëåêñà RK îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 8 (ñì. [1], ï. 4.5). Äëÿ ëþáîãî k > 0 èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hk(RK ) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃k−1(KJ).

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, âû÷èñëèì 2-ìåðíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé äëÿ ïðèìåðîâ,
ïðèâåäåííûõ âûøå. Â ïðèìåðå 7.2 H2(RK ) = Z ⊕ Z. Â ïðèìåðå 7.1 ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ � m-öèêë, à â ïðèìåðå 7.3 � äæîéí 4-öèêëà è òî÷êè. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ H2(RK ) = Z.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ïðèìåðû 7.1 è 7.3.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m].
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) H2(RK ) = Z;

á) Ëèáî K = p-öèêë äëÿ p > 4, ëèáî K = (p-öèêë)∗∆q äëÿ íåêîòîðûõ p > 4 è
q > 0.

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé èìååì Hk(RK ) = 0 ïðè k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.
á) ⇒ a). Ïóñòü I = {i1, . . . , ip}, p > 4 � ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà K , îáðà-

çóþùèõ p-öèêë. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8

H2(RK ) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃1(KJ).
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Ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ KI ÿâëÿåòñÿ p-öèêëîì, ïîýòîìó H̃1(KI) = Z, à äëÿ ëþáî-
ãî J 6= I ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ KJ ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîýòîìó
H̃1(KI) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî H2(RK ) = Z.
à) ⇒ á). Ïóñòü H2(RK ) = Z. Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè

H2(RK ) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃1(KJ)

ðîâíî îäíî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî Z, à îñòàëüíûå ðàâíû 0. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåðøèí I = {i1, . . . , ip}, îáðàçóþùèõ öèêë äëèíû p
äëÿ íåêîòîðîãî p > 4 (ò. ê. K � ôëàãîâûé). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

J ⊂ I èìååì H̃1(KJ) = 0, òî íèêàêèå äâå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè â
p-öèêëå, íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè â êîìïëåêñå K ñóùåñòâóåò âåðøèíà j 6∈ I, òî
èç òîãî, ÷òî H̃1(KI∪{j}) = 0, ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà j ñîåäèíåíà ñ êàæäîé âåðøèíîé
p-öèêëà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êîìïëåêñå K ñóùåñòâóåò âåðøèíû j1, j2 6∈ I,
íå ñîåäèíåííûå ðåáðîì, òî ïîäêîìïëåêñ K{i1,i3}∪{j1,j2} ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëîì, è, çíà÷èò,

H̃1(K{i1,i3}∪{j1,j2}) = Z, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåð-
øèíû êîìïëåêñà K , íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî I, ñîåäèíåíû ñ êàæäîé âåðøèíîé
ìíîæåñòâà I è ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé ðåáðàìè. Òàê êàê êîìïëåêñ K � ôëàãîâûé,
ïîëó÷àåì, ÷òî K = (p-öèêë)∗∆q äëÿ íåêîòîðûõ p > 4 è q > 0.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïóíêòà á) Hk(RK ) = 0 ïðè k > 3. Ñîãëàñ-
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Hk(RK ) ∼=
⊕
J⊂[m]

H̃k−1(KJ).

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû 0 ïðè k > 3. Åñëè I = {i1, . . . , ip},
p > 4 � ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà K , îáðàçóþùèå p-öèêë, òî H̃k−1(KI) = 0 ïðè
k > 3. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî J 6= I ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ KJ ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì
ïðîñòðàíñòâîì, òî H̃k−1(KJ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî Hk(RK ) = 0 äëÿ
ëþáîãî k > 3.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëèH2(RK ) = Z, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(RK ) =

RC ′K ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, êîììóòàíò RC ′K
äëÿ êîìïëåêñà K = (p-öèêë)∗∆q ñîâïàäàåò ñ êîììóòàíòîì RC ′K äëÿ êîìïëåêñà
K , ÿâëÿþùåãîñÿ p-öèêëîì, à ýòîò ïîñëåäíèé êîììóòàíò åñòü ãðóïïà ñ îäíèì ñîîò-
íîøåíèåì ñîãëàñíî ïðèìåðó 7.1. Åñòü ãèïîòåçà, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå:

Ãèïîòåçà 10. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå
[m]. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) H2(RK ) = Z;

á) π1(RK ) � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.
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