
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò
Êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè

Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ â êîììóòàíòå

ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû Êîêñòåðà

Êóðñîâàÿ ðàáîòà

còóäåíòêè 5−ãî êóðñà
Èëüÿñîâîé Ìàðèíû Ôàðèäîâíû.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü −
ä.ôèç.-ìàò.í., ïðîôåññîð Ïàíîâ Ò.Å.

Ìîñêâà 2019



2

1. Ââåäåíèå

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó K 1 (èëè ôëàãî-
âîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K ), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà RCK ñ îá-
ðàçóþùèìè g1, . . . , gm è ñîîòíîøåíèÿìè g2

i = 1, gigj = gjgi ïðè {i, j} ∈ K 1.
Ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Êîêñòåðà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ, òàê êàê îíè âîçíèêàþò èç îòðàæåíèé â ãèïåðãðàíÿõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ, â òîì ÷èñëå íåîãðàíè÷åííûõ, â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî.

Êîììóòàíò RC ′K ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû Êîêñòåðà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ãðóïïîé êîíå÷íîìåðíîãî àñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà � âåùåñòâåííîãî
ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà RK = (D1, S0)K , ÷àñòî îêàçûâàþùåãîñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì. Â ðàáîòå [8] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé, ïîêàçûâàþùèé, â êàêèõ ñëó÷àÿõ
êîììóòàíò RC ′K ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé. Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòå-
ðèé åäèíñòâåííîñòè ñîîòíîøåíèÿ â êîììóòàíòå RC ′K . À èìåííî, ãëàâíûì ðå-
çóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ
ôëàãîâîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K :

à) π1(RK ) = RC ′K � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì;
á) H2(RK ;Z) ∼= Z;
â) ëèáî K åñòü p-öèêë (ãðàíèöà p-óãîëüíèêà) ñ p > 4, ëèáî K èìååò âèä

(p-öèêë)∗∆q äëÿ íåêîòîðûõ p > 4 è q > 0, ãäå ∆q � q-ñèìïëåêñ.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé RK ãîìåîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ Sg ×Dq+1,
ãäå Sg � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g = (p − 4)2p−3 + 1, à
Dq+1 � (q + 1)-ìåðíûé äèñê.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ à) è á) âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëèíäîíà î òîæäå-
ñòâå [7] (ñì. [4, Theorem 2.1]), òàê êàê ãðóïïà π1(RK ) = RC ′K íå èìååò êðó÷å-
íèÿ.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü ñâÿçü ñâîéñòâà à) ñî ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîé íåãîëî-
äîâîñòè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K , ñì. [6]. Êàê îòìå÷åíî â [3, Theorem
4.8] äëÿ ôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ K ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé íåãîëîäîâîñòè ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ZK = (D2, S1)K ãîìåîìîðôåí
ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñôåð. Äëÿ íåôëàãîâûõ êîìïëåêñîâ âåùåñòâåííûé
ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ RK íå ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷åñêèì, è åãî òîïîëîãèÿ íå îïðå-
äåëÿåòñÿ ëèøü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. Åñòåñòâåííûì àíàëîãîì óñëîâèÿ à)
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå Ïîíòðÿãèíà (ãîìî-
ëîãèÿõ ïåòåëü) H∗(ΩZK ). Â ñëó÷àå, êîãäà K � p-öèêë, àëãåáðà H∗(ΩZK )
èçó÷àëàñü â ðàáîòå [2].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, 2, . . . ,m}, òî
åñòü òàêîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ I ⊂ [m], ãäå I ìîæåò áûòü ïóñòûì èëè âñåì [m],
÷òî äëÿ ëþáîãî I ∈ K âñå ïîäìíîæåñòâà â I òàêæå ñîäåðæàòñÿ â K .

Êîíñòðóêöèÿ 2.1 (ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëü-
íûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] è

(X,A) = {(X1, A1), . . . , (Xm, Am)}

� íàáîð èç m ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè pt ∈
Ai ⊂ Xi. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X,A)I =
{

(x1, . . . , xm) ∈
m∏

k=1

Xk : xk ∈ Ak ïðè k 6∈ I
}
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è îïðåäåëèì ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà (X,A), ñîîòâåòñòâóþùåå êîì-
ïëåêñó K , êàê

(X,A)K =
⋃

I∈K

(X,A)I =
⋃

I∈K

∏
i∈I

Xi ×
∏
i 6∈I

Ai

 ⊂ m∏
k=1

Xk.

Åñëè Xi = X è Ai = A äëÿ âñåõ i, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
(X,A)K âìåñòî (X,A)K .

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü (X,A)K = (D1, S0), ãäå D1 � îòðåçîê [−1, 1], à S0 �
åãî ãðàíèöà {-1,1}. Ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (D1, S0)K íàçûâàåòñÿ âåùå-
ñòâåííûì ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ RK :

RK = (D1, S0)K =
⋃

I∈K

(D1, S0)I .

Ïî îïðåäåëåíèþ RK ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîäêîìïëåêñîì â êóáå (D1)m =
[−1, 1]m.

Êîíñòðóêöèÿ 2.3 (ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà). Ïóñòü Γ � ãðàô ñ m
âåðøèíàìè. Áóäåì ïèñàòü {i, j} ∈ Γ, åñëè âåðøèíû i è j ñîåäèíåíû ðåáðîì.
Òîãäà ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà RCΓ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

RCΓ = F (g1, . . . , gm)/(g2
i = 1, gigj = gjgi ïðè {i, j} ∈ Γ),

ãäå F (g1, . . . , gm) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ m îáðàçóþùèìè.
Ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó Êîêñòåðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîìåðíîìó îñòîâó

ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç RCK .

Íåäîñòàþùàÿ ãðàíü ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K � òàêîå ïîäìíîæåñòâî
I ⊂ [m], êîòîðîå ñàìî íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì â K , íî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîä-
ìíîæåñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì â K . Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
K íàçûâàåòñÿ ôëàãîâûì, åñëè ó íåãî íåò íåäîñòàþùèõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè
áîëüøå îäèí (ò. å. ëþáîé íàáîð åãî âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè, ÿâ-
ëÿåòñÿ íàáîðîì âåðøèí íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà). Êëèêîé â ãðàôå Γ íàçûâàåòñÿ
íàçûâàåòñÿ ïîäìîæåñòâî I åãî âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè. Äëÿ
ãðàôà Γ ìîæíî îïðåäåëèòü êëèêîâûé êîìëåêñ ýòîãî ãðàôà � ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñ, ïîëó÷àþùèéñÿ çàïîëíåíèåì êàæäîé êëèêè â Γ ñèìïëåêñîì. Êàæ-
äûé ôëàãîâûé êîìïëåêñ K ÿâëÿåòñÿ êëèêîâûì êîìëåêñîì ñâîåãî îäíîìåðíîãî
îñòîâà Γ = K 1.

Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷åñêèì, åñëè πi(X) =
0 äëÿ ëþáîãî i > 2. Àñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
Ýéëåíáåðãà�Ìàêëåéíà K(π, 1), ãäå π = π1(X).

Êîììóòàíò ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G′.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 (ñì. [8, ñëåäñòâèå 3.4]). Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ íà m âåðøèíàõ. Òîãäà

à) Ãðóïïà π1(RK ) èçîìîðôíà êîììóòàíòó RC ′K ;
á) RK èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï K(π, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

K � ôëàãîâûé êîìïëåêñ.

Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ õîðäîâûì, åñëè êàæäûé åãî öèêë ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå
âåðøèíàìè ñîäåðæèò õîðäó (ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ñîñåäíèìè â öèêëå). Íàçîâåì ãðàô p-öèêëîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé p-
óãîëüíèêà.

Â [8] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñâîáîäíîñòè êîììóòàíòà RC ′K .
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Òåîðåìà 2.5 ([8, ñëåäñòâèå 4.4]). Êîììóòàíò RC ′K ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóï-
ïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K 1 ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì ãðàôîì.

Ïóñòü (g, h) = g−1h−1gh � ãðóïïîâîé êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ g, h. Ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà èç [8] äàåò ÿâíûé âèä ìèíèìàëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ êîì-
ìóòàíòà RC ′K . Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ [m] ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ â êîìïëåêñå K êàê

KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.

Òåîðåìà 2.6 ([8, òåîðåìà 4.5]). Ïóñòü RCK � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñòå-
ðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K íà m âåðøèíàõ. Òîãäà
êîììóòàíò RC ′K èìååò êîíå÷íûé ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ, ñîñòî-

ÿùèé èç
∑

J⊂[m] rank H̃0(KJ) âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

(gj , gi), (gk1
, (gj , gi)), . . . , (gk1

, (gk2
, . . . (gkl−2

(gj , gi)) . . . )),

ãäå k1 < k2 < · · · < kl−2 < j > i, ks 6= i äëÿ âñåõ s è i � íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â
íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ïîäêîìïëåêñà Kk1,...,kl−2,j,i, íå ñîäåðæàùåé j.

Ãîìîëîãèè êîìïëåêñà RK îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 2.7 (ñì. [1, ï. 4.5]). Äëÿ ëþáîãî k > 0 èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hk(RK ) ∼=
⊕

J⊂[m]

H̃k−1(KJ).

3. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ñîîòíîøåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîé ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, äëÿ êî-
òîðîé ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îáðàçóþùèõ, â êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå åäèíñòâåííî.

Ïóñòü G � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì, ò. å. G = F/R, ãäå F =
F (x1, . . . , xl) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
â F , ñîäåðæàùàÿ ñîîòíîøåíèå r. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

(1) Y (G) =
( l∨
i=1

S1
i

)
∪r e2,

ïîëó÷åííîå ïðèêëåèâàíèåì äâóìåðíîé êëåòêè ê áóêåòó îêðóæíîñòåé ïî ñëî-
âó r. Ïî ïîñòðîåíèþ åãî ãîìîëîãèè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Èìååì Hk(Y (G);Z) = 0 ïðè k > 3 è

H2(Y (G);Z) =

{
Z, åñëè r ∈ F ′;
0, èíà÷å.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê
òåîðåìû Ëèíäîíà î òîæäåñòâå [7].

Òåîðåìà 3.2 (ñì. [4, Theorem 2.1]). Åñëè G � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì
r, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ, ò. å. r 6= un äëÿ n > 1, òî ïðîñòðàíñòâî
Y (G) èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï K(G, 1).

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2 ìû èìååì Hk(G;Z) = Hk(Y (G);Z), ò. å. ãîìîëîãè÷å-
ñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäèò 2.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü K � ôëàãîâûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæå-
ñòâå [m]. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) π1(RK ) = RC ′K � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì;
á) H2(RK ;Z) = Z;
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â) ëèáî K ÿâëÿåòñÿ p-öèêëîì äëÿ p > 4, ëèáî K èìååò âèä (p-öèêë)∗∆q

äëÿ íåêîòîðûõ p > 4 è q > 0, ãäå ∆q � q-ñèìïëåêñ.

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ òðåõ óñëîâèé èìååì Hk(RK ;Z) = 0 ïðè
k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû âñå ãðóïïû ãîìîëîãèé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñ êîýôôèöèýíòàìè â Z.

â) ⇒ á). (Ýòà èìïëèêàöèÿ âûòåêàåò èç èìïëèêàöèé, äîêàçàííûõ íèæå, íî
ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ èëëþñòðàöèè.) Ïóñòü I = {i1, . . . , ip} � ìíî-
æåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà K , îáðàçóþùèõ p-öèêë, p > 4 . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7

(2) H2(RK ) ∼=
⊕

J⊂[m]

H̃1(KJ).

Òàê êàê KI � p-öèêë, èìååì H̃1(KI) = Z è H̃1(KJ) = 0 ïðè J 6= I, òàê
êàê ïîäêîìïëåêñ KJ ñ J 6= I ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî H2(RK ) = Z.

á) ⇒ â). Ïóñòü H2(RK ) = Z. Òîãäà â ðàçëîæåíèè (2) ðîâíî îäíî èç ñëàãàå-
ìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî Z, à îñòàëüíûå ðàâíû 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî âåðøèí I = {i1, . . . , ip}, îáðàçóþùèõ p-öèêë äëÿ íåêîòîðîãî p > 4
(òàê êàê K � ôëàãîâûé). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ I èìååì

H̃1(KJ) = 0, òî íèêàêèå äâå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè â p-öèêëå, íå
ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè â êîìïëåêñå K ñóùåñòâóåò âåðøèíà j 6∈ I, òî èç òîãî,
÷òî H̃1(KI∪{j}) = 0, ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà j ñîåäèíåíà ñ êàæäîé âåðøèíîé p-
öèêëà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êîìïëåêñå K ñóùåñòâóåò âåðøèíû j1, j2 6∈ I,
íå ñîåäèíåííûå ðåáðîì, òî ïîäêîìïëåêñ K{i1,i3}∪{j1,j2} ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëîì, è,

çíà÷èò, H̃1(K{i1,i3}∪{j1,j2}) = Z, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå âåðøèíû êîìïëåêñà K , íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî I, ñîåäèíåíû ñ
êàæäîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà I è ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé ðåáðàìè. Òàê êàê êîì-
ïëåêñ K � ôëàãîâûé, ïîëó÷àåì, ÷òî K = (p-öèêë)∗∆q äëÿ íåêîòîðûõ p > 4
è q > 0.

â) ⇒ à). Ïóñòü ñíà÷àëà K ÿâëÿåòñÿ p-öèêëîì. Òîãäà êîìïëåêñ RK ãîìåî-
ìîðôåí çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà (p − 4)2p−3 + 1 (ñì. [1,
Proposition 4.1.8]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû π1(RK ) ∼= RC ′K ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 2.4. Ïîýòîìó RC ′K � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.

Ïóñòü òåïåðü K̃ = K ∗ ∆q, ãäå K � p-öèêë. Òîãäà R
K̃

= RK × Dq+1 è
RC ′

K̃
= π1(R

K̃
) = π1(RK ) = RC ′K � òàêæå ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.

à) ⇒ á). Òàê êàê RK � àñôåðè÷åñêîå êîíå÷íîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàícòâî, òî
ãðóïïà π1(RK ) ñâîáîäíà îò êðó÷åíèÿ (íàïðèìåð, ñì. [5, ïðåäëîæåíèå 2.45]).
Ïîýòîìó, åñëè π1(RK ) = F/R � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì r, òî r íå ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ ñòåïåíüþ un äëÿ n > 1, èíà÷å ýëåìåíò u áûë áû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Y (RC ′K ), ñì. (1). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 îíî èìååò
ãîìîòîïè÷åêèé òèï K(RC ′K , 1), à çíà÷èò åãî ãðóïïû ãîìîëîãèé ñîâïàäàþò ñ
ãðóïïàìè ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà RK . Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ãðóï-
ïà H2(RK ) ðàâíà ëèáî Z, ëèáî 0. Ãðóïïà RC ′K � íå ñâîáîäíàÿ, çíà÷èò, ãðàô
K 1 � íå õîðäîâûé, òî åñòü â íåì ñóùåñòâóåò áåñõîðäîâûé öèêë I äëèíû p > 4.

Ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (2) îäíî èç ñëàãàåìûõ ðàâíî Z = H̃1(KI).
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì H2(RK ) = Z.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïóíêòà â) ãðóïïû ãîìîëîãèé
Hk(RK ) = 0 ïðè k > 3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7

Hk(RK ) ∼=
⊕

J⊂[m]

H̃k−1(KJ).
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Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû 0 ïðè k > 3. Åñëè I =
{i1, . . . , ip}, p > 4 � ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà K , îáðàçóþùèå p-öèêë,

òî H̃k−1(KI) = 0 ïðè k > 3. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî J 6= I ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ

KJ ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì, òî H̃k−1(KJ) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì, ÷òî Hk(RK ) = 0 äëÿ ëþáîãî k > 3. �

4. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ òåîðåìó 3.3.

Ïðèìåð 4.1.

1. Ïóñòü K � öèêë èçm > 4 çâåíüåâ. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 ìû ïîêàçà-
ëè, ÷òî êîììóòàíò RC ′K ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 2.7, ïîëó÷àåì, ÷òî H2(RK ;Z) = Z.
2. Ïóñòü K � êëèêîâûé êîìïëåêñ ãðàôà íà ðèñ. 1 à). Òåîðåìà 2.6 äàåò äëÿ

à) á)

Ðèñ. 1.

êîììóòàíòà RC ′K ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ:

(g3, g1), (g4, g2), (g5, g4), (g5, (g4, g2)),

êîòîðûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

(g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = 1, (g3, g1)−1(g5, g4)−1(g3, g1)(g5, g4) = 1.

Ýòî ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òàê êàê êàæäûé èç ýëåìåíòîâ g1 è
g3 êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè g2 è g4, òî çíà÷èò êîììóòèðóþò è êîììóòàòîðû
(g4, g2)−1 è (g3, g1). Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

(g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = (g3, g1)−1(g3, g1)(g4, g2)−1(g4, g2) = 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è âòîðîå ñîîòíîøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.7, ïîëó-
÷àåì, ÷òî H2(RK ;Z) = Z⊕ Z.
3. Ïóñòü K � êëèêîâûé êîìïëåêñ ãðàôà íà ðèñ. 1 á). Òåîðåìà 2.6 äàåò äëÿ
êîììóòàíòà RC ′K ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ:

(g3, g1), (g4, g2),

ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì (g3, g1)−1(g4, g2)−1(g3, g1)(g4, g2) = 1. Â äàííîì ïðè-
ìåðå êîììóòàíò RC ′K � ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì. Èç òåîðåìû 2.7 ñëåäóåò,
÷òî H2(RK ;Z) = Z.
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