
Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

ÊÓÐÑÎÂÀß ÐÀÁÎÒÀ

¾Ñâîéñòâà äåëüçàíòîâîñòè äëÿ íåñòàýäðîâ¿

Âûïîëíèëà ñòóäåíòêà 403 ãðóïïû

Êóøíàðåâà Ëàèäà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

ïðîôåññîð

Ïàíîâ Òàðàñ Åâãåíüåâè÷

Ìîñêâà 2014

1



2 ÊÓÐÑÎÂÀß ÐÀÁÎÒÀ

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ

Íàøåé çàäà÷åé ñåé÷àñ ÿâëåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äåëüçàíòîâîñòè íåñòàýäðîâ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò ââåñòè ðÿä îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé.

Îïðåäåëèì ñóììó Ìèíêîâñêîãî äâóõ ïîäìíîæåñòâ Rn A è B êàê A+B = {x+y : x ∈ A, y ∈ B}.
Äëÿ êàæäîé ñîâîêóïíîñòè F íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, ..., n+1} îïðåäåëèì

ïîëèýäð PF êàê ñóììó Ìèíêîâñêîãî ñèìïëåêñîâ PF =
∑

S∈F ∆S ⊂ Rn+1.

Ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ B ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, ..., n + 1} íàçîâåì ïîðîæäàþ-

ùèì ìíîæåñòâîì , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
A) Åñëè S′, S′′ ∈ B òàêîâû, ÷òî S′ ∩ S′′ 6= ∅, òî S′ ∪ S′′ ∈ B.
B) {i} ∈ B∀i ∈ {1, ..., n + 1}.
Ïîëèýäð PB, îòâå÷àþùèé ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó B, íàçûâàåòñÿ íåñòàýäðîì .

Äåëüçàíòîâûì íàçîâåì ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n > 2, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
Ê ëþáîìó íàáîðó åãî ãèïåðãðàíåé, ñõîäÿùèõñÿ â îáùåé âåðøèíå, ìîæíî ïîñòðîèòü íîðìàëüíûå

âåêòîðû òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Zn.

Îãðàíè÷åíèåì B íà C íàçîâåì ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî íà C, îïðåäåëåííîå êàê B|C = {I ⊂
C : I ∈ B}
Ñîêðàùåíèåì C èç B íàçîâåì ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî íà S − C, îïðåäåëåííîå êàê C \B =

{I ⊂ S − C : I ∈ B ∨ C ∪ I ∈ B}.
Ãðàíüþ íàçîâåì ìíîæåñòâî âèäà HC = {x ∈ Rn+1 :

∑
S∈S

∑
i∈S xi = 2|S| − 1}, ãäå S ⊂ B.

Ãèïåðãðàíüþ íàçûâàåòñÿ ãðàíü ðàçìåðíîñòè n− 1.

Òåîðåìà 1 (ñì. Òåîðåìà 1.5.13 â [1]).
Ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé FS1

, ..., FSk
íåïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

(1) ∀i, j1 6 i < j 6 k ëèáî Si ⊂ Sj , ëèáî Sj ⊂ Si, ëèáî Si ∩ Sj = ∅.
(2) Åñëè ìíîæåñòâà Si1 , ..., Sip ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî Si1 t ... t Sip /∈ B.

Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ñãíåçäîâàííûì .
Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà B−Bmax, ñôîðìèðîâàííûé ñãíåçäîâàííûìè ìíîæåñòâàìè, òàêæå

íàçûâàåòñÿ ñãíåçäîâàííûì êîìïëåêñîì è îáîçíà÷àåòñÿ N(B).

Ëèíêîì C â N(B) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî N(B)C = {N ′ ⊂ B−Bmax − {C} : N ′ ∪ {C} ∈ N(B)}
Òåîðåìà 2 (ñì. Òåîðåìà 1.5.15 â [1]).
Êàæäûé íåñòàýäð ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî äåëüçàíòîâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ íåñòàýäðîâ

1. Äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó, ïîñòðîåííîìó íà òðåõ ýëåìåíòàõ.
Çäåñü âîçìîæíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ:
1.) {{1},{2},{3},{1,2,3}} - ñèìïëåêñ.
2.) {{1},{2},{3},{1,2},{1,2,3}} ↔ {{1},{2},{3},{2,3},{1,2,3}} ↔ {{1},{2},{3},{3,1},{1,2,3}} - ñèì-

ïëåêñ, ó êîòîðîãî óñå÷åíà îäíà âåðøèíà.
3.) {{1},{2},{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}} è äðóãèå ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèõ äâà äâóõ-

ýëåìåíòíûõ ýëåìåíòà - ñèìïëåêñ, ó êîòîðîãî óñå÷åíû äâå âåðøèíû.
4.) {{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{3,1},{1,2,3}} - ñèìïëåêñ, ó êîòîðîãî óñå÷åíû âñå òðè âåðøèíû - äâó-

ìåðíûé ïåðìóòàýäð.

Ðåàëèçóåì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé óðàâ-
íåíèåì x1 +x2 +x3 = const (ãäå const - êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðîæäàþùåì
ìíîæåñòâå) è, âûðàçèâ îäíó êîîðäèíàòó ÷åðåç äâå äðóãèå, ïîêàæåì, êàê íîðìàëüíûå âåêòîðû ê
ãðàíÿì (ñòîðîíàì), âñòðå÷àþùèìñÿ â îáùåé âåðøèíå, ïîðîæäàþò áàçèñ äâóìåðíîé ðåøåòêè â ýòîé
ïëîñêîñòè.

1.) Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x1+x2+x3 = 4 è äåëàÿ çàìåíó x3 = 4−x1−x2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèìïëåêñ
íà íàøåé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè: x1 > 1, x2 > 1, 4− x1 − x2 = x3 > 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëüíûå âåêòîðû ê åãî ãðàíÿì (ñòîðîíàì) èìåþò âèä: (1, 0), (0, 1), (−1,−1).

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå äåëüçàíòîâîñòè:∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣ 0 1
−1 −1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣−1 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1.

2.) Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x1+x2+x3 = 5 è äåëàÿ çàìåíó x3 = 5−x1−x2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà:
x1 > 1, x2 > 1, 4− x1 − x2 = x3 > 1, x1 + x2 > 3.

Íîðìàëüíûå âåêòîðû ê ñòîðîíàì ýòîãî óñå÷åííîãî òðåóãîëüíèêà èìåþò âèä: (0, 1), (−1,−1), (1, 0), (1, 1).

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå äåëüçàíòîâîñòè:∣∣∣∣ 1 0
−1 −1

∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣−1 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1.

3.) Èñõîäíûå íåðàâåíñòâà: x1 > 1, x2 > 1, x3 > 1, x1 + x3 > 3, x2 + x3 > 3 ïîñëå çàìåíû x3 =
6− x1 − x2 äàþò x1 > 1, x2 > 1, 6− x1 − x2 > 1, 6− x2 > 3, 6− x1 > 3.

Íîðìàëüíûå âåêòîðû ê ñòîðîíàì ýòîãî äâàæäû óñå÷åííîãî òðåóãîëüíèêà èìåþò âèä: (0, 1), (−1, 0), (−1,−1),
(0,−1), (1, 0).

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå äåëüçàíòîâîñòè:∣∣∣∣ 0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣−1 0
−1 −1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣−1 −1
0 −1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣0 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

4.) Èñõîäíûå íåðàâåíñòâà: x1 > 1, x2 > 1, x3 > 1, x1 +x2 > 3, x1 +x3 > 3, x2 +x3 > 3 ïîñëå çàìåíû
x3 = 7− x1 − x2 äàþò x1 > 1, x2 > 1, 7− x1 − x2 > 1, x1 + x2 > 3, 7− x2 > 3, 7− x1 > 3.
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Íîðìàëüíûå âåêòîðû ê ñòîðîíàì ýòîãî òðèæäû óñå÷åííîãî òðåóãîëüíèêà - òî åñòü øåñòèóãîëü-
íèêà - èìåþò âèä: (0, 1), (−1, 0), (−1,−1), (0,−1), (1, 0), (1, 1).

Ïðîâåðÿåì óñëîâèå äåëüçàíòîâîñòè:∣∣∣∣ 0 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣−1 0
−1 −1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣−1 −1
0 −1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣0 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 0
1 1

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî äåëüçàíòîâîñòè íåñòàýäðà

Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Êàæäûé íåñòàýäð ÿâëÿåòñÿ äåëüçàíòîâûì ìíîãîãðàííèêîì.

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì èçâåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, èçëîæåííîå â [2].
Äîêàçàòåëüñòâî 1:

Ëåììà 1 - ëèíê-ðàçëîæåíèå (ñì. Òåîðåìà 3.2 â [2]).
∀C ∈ B−Bmax ëèíê N(B)C èçîìîðôåí N(B|C × C \B)
Äîêàçàòåëüñòâî:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñëåäóþùåå: äëÿ êàæäîãî íàáîðà I1, ..., Ik ∈
B0 ìíîæåñòâî {C, I1, ..., Ik} ÿâëÿåòñÿ ñãíåçäîâàííûì äëÿB, åñëè è òîëüêî åñëè ìíîæåñòâî {I ′1, ..., I ′k}
ÿâëÿåòñÿ ñãíåçäîâàííûì äëÿ B0. Çäåñü B′ = B|C × C \B;

I ′ = I, åñëè I ∈ B− {C} : I ⊂ C ëèáî I ∈ B−Bmax : C ∩ I = ∅, C ∪ I /∈ B,
I ′ = I − C, åñëè I ∈ B−Bmax − {C} : C ⊂ I;
B0 = {I ∈ B−Bmax − {C} : {C, I} ∈ N(B)}.
�

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñàìîé òåîðåìû.
Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðà eI äëÿ I ∈ N ∪Bmax ôîðìèðóþò Z-áàçèñ â Zs.
Áóäåì äåéñòâîâàòü äëÿ ýòîãî èíäóêöèåé ïî N = rk(B). Åñëè rk(B) = 0, òî N ïóñòî èB ñîäåðæèò

òîëüêî ñèíãëòîíû (îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà), ÷òî äåëàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíûì.
Åñëè rk(B) > 0, âûáåðåì C ∈ B è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïîðîæäàþùåìó ìíîæå-
ñòâó B′ = B|C × C \B íà S è ìàêñèìàëüíîìó ñãíåçäîâàííîìó ìíîæåñòâó N ′ ∈ N(B|C × C \B),
èçîìîðôíîìó N ïî ëåììå 1. Çàìåíÿÿ (B, N) íà (B′, N ′), èçìåíèì âåêòîðà eI äëÿ I ∈ N ∪Bmax ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî I ∈ N ∪Bmax, ñòðîãî ñîäåðæàùåãî C, çàìåíèì eI íà eI−C = eI − eC .
Î÷åâèäíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, òàêæå, êàê è îáðàòíîå ê íåìó, ñîõðàíÿåò áàçèñ Zs. �

Òåïåðü ïðèâåäåì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå äâîéíóþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî 2:

Ïåðåâåäåì îïðåäåëåíèå ñãíåçäîâàííîãî ìíîæåñòâà íà ÿçûê íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.
Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âñå íîðìàëüíûå âåêòîðû íåñòàýäðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðîæäàþùåìó

ìíîæåñòâó íà n+1 ýëåìåíòàõ â n+1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò èìåòü òîëüêî åäèíè÷íûå è íóëåâûå
êîîðäèíàòû. Ïðè ïåðåõîäå ê n-ìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì x1 + ... + xn+1 =
const è ïîëíîñòüþ ñîäåðæàùåìó â ñåáå íåñòàýäð, ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå êîîðäèíàòû âèäà -1.

Åñëè äâà íîðìàëüíûõ âåêòîðà A1 è A2 âîññòàíîâëåíû ê ãèïåðãðàíÿì, ñõîäÿùèìñÿ â îáùåé âåð-
øèíå, òî äëÿ íèõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå , ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó óñëîâèþ íà
ýëåìåíòû ñãíåçäîâàííîãî ìíîæåñòâà:

(1)
(a) ëèáî âñå åäèíè÷íûå êîîðäèíàòû âåêòîðà A1 ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì åäèíè÷íûõ êî-

îðäèíàò âåêòîðà A2,
(b) ëèáî âñå åäèíè÷íûå êîîðäèíàòû âåêòîðà A2 ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì åäèíè÷íûõ êî-

îðäèíàò âåêòîðà A1,
(c) ëèáî ìíîæåñòâà åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ A1 è A2 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóþùóþ ëåììó, íà êîòîðóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò îïè-
ðàòüñÿ íàøå äîêàçàòåëüñòâî äåëüçàíòîâîñòè.

Ëåììà 2.

Â êàæäîé âåðøèíå íåñòàýäðà PB ⊂ Rn+1 ñõîäèòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà ãèïåðãðàíü, íîðìàëüíûé
âåêòîð ê êîòîðîé èìååò ðîâíî îäíó íåíóëåâóþ (åäèíè÷íóþ) êîîðäèíàòó â Rn+1.
Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü ýòî íå òàê. Òî åñòü ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà íåñòàýäðà, ÷òî âñå íîðìàëüíûå âåêòîðà
A1, ..., An â ñõîäÿùèõñÿ â íåé ãèïåðãðàíÿõ èìåþò > 2 íåíóëåâûõ êîîðäèíàò.

Òîãäà âûáåðåì ñðåäè ýòèõ âåêòîðîâ âåêòîð ñ íàèìåíüøèì (íî > 2) êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ êî-
îðäèíàò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âåêòîð A1. È íà÷íåì ñðàâíèâàòü åãî
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ñ îñòàëüíûìè âåêòîðàìè A2, ..., An ïî ïîðÿäêó. Ïðè ñðàâíåíèè âåêòîðà A1 ñ î÷åðåäíûì Aj ìîãóò
âîçíèêíóòü äâà ñëó÷àÿ:

1) Ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò âåêòîðà A1 ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå åäèíè÷íûõ êîîðäè-
íàò âåêòîðà Aj (íàîáîðîò áûòü íå ìîæåò ïî âûáîðó A1 êàê âåêòîðà ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì
åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò). Òîãäà çàìåíèì âåêòîð Aj íà Aj − A1. Ýòà îïåðàöèÿ íå âëèÿåò íà óñëîâèå
äåëüçàíòîâîñòè, è â ýòîì íîâîì âåêòîðå ñòîÿò íóëè íà òåõ ìåñòàõ, ãäå ó A1 ñòîÿò åäèíèöû.

2) Ìíîæåñòâà åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò A1 è Aj íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ìû íå òðîãàåì âåêòîð Aj è
çàìå÷àåì, ÷òî â íåì óæå ñòîÿò íóëè íà òåõ ìåñòàõ, ãäå ó A1 ñòîÿò åäèíèöû.

Çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ A1, ..., An ïî ñòðîêàì â ìàòðèöó ðàçìåðîâ n × (n + 1). Â ýòîé
ìàòðèöå íàä åäèíèöàìè âåêòîðà A1 íàõîäèòñÿ ïîëîñà íóëåé øèðèíû > 2.

Òåïåðü äëÿ ïåðåõîäà ê âåêòîðàì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íóæíî âû÷åñòü èç êàæäîãî ñòîëáöà
ïîñëåäíèé ñòîëáåö, à çàòåì óäàëèòü åãî (ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîìó, ÷òî ìû âûðàçèëè xn+1-þ
êîîðäèíàòó ÷åðåç îñòàëüíûå). Òî, ÷òî ðàíüøå áûëî ïîëîñîé íóëåé, òî åñòü íåñêîëüêèìè ñòîëáöà-
ìè íóëåé ñ åäèíèöåé íà îäíîì è òîì æå ìåñòå, ïðåâðàùàåòñÿ â íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ
(ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû -1, 0, 1). Íî òîãäà ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà âûðîæäåíà, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê
ïðîòèâîðå÷èþ (ýòî çíà÷èëî áû, ÷òî ïåðåñåêàþùèåñÿ â âåðøèíå íåñòàýäðà ãèïåðãðàíè íå íàõîäÿòñÿ
â îáùåì ïîëîæåíèè). �

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ñàìîé òåîðåìû.
Èòàê, ïóñòü ñðåäè íàáîðà {Ai, i ∈ [1, n]} íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ê ãðàíÿì, ñõîäÿùèìñÿ â îáùåé

âåðøèíå, âåêòîð A1 èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé (åäèíè÷íûé) ýëåìåíò. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïå-
ðåèìåíóåì êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû ýòîò ýëåìåíò ñòîÿë ó íåãî íà ïåðâîì ìåñòå. Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê
ìàòðèöå ðàçìåðà n × n, âû÷èòàÿ èçî âñåõ ñòîëáöîâ ïîñëåäíèé è çàòåì óäàëÿÿ åãî. Çàòåì ïðîèçâå-
äåì ñëåäóþùèé íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûé íàçîâ¼ì ∆: âû÷èòàåì èëè ïðèáàâëÿåì ê êàæäîìó
âåêòîðó èç íàáîðà A2, ..., An âåêòîð A1 òàê, ÷òîáû íà òîì ìåñòå, ãäå ó A1 ñòîèò åäèíèöà, ó âñåõ
îñòàëüíûõ âåêòîðîâ áûëè íóëè.

Ïîëó÷àåì ìàòðèöó âèäà
1 0 · · · 0
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 an2 · · · ann

.

Ïîêàæåì, ÷òî åå ïîäìàòðèöàM =

a22 · · · a2n
...

. . .
...

an2 · · · ann

 ðàçìåðà (n−1)×(n−1) èìååò îïðåäåëèòåëü,

ïî ìîäóëþ ðàâíûé åäèíèöå, ÷òî äàñò òàêîé æå îïðåäåëèòåëü ó èñõîäíîé ìàòðèöû, è ïî èíäóêöèè
äîêàçûâàåò òåîðåìó (áàçîé èíäóêöèè ìîæíî âçÿòü äâóìåðíûé ñëó÷àé).

Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ ïðè öåëî÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ïîýòîìó ìû ìîæåì
ïðîâåñòè íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé ∆−1 (èãíîðèðóÿ îòñå÷åííûå ïåðâûé ñòîëáåö è ïåðâóþ ñòðîêó). Ïå-
ðåõîäÿ íà ÿçûê ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî 1 \ B, ãäå
{1} - îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîé êîîðäèíàòå. Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì, íî èìååò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, åìó ñîîòâåòñòâóåò íåñòà-
ýäð ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äåëüçàíòîâûì ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, è ìîäóëü
íóæíîãî îïðåäåëèòåëÿ ðàâåí 1.�
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