
1. ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå êîíñòðóêöèè.

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ êîìáèíàòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà
Ñòàøåôôà Kn. Äåòàëè ìîæíî íàéòè â [B, Lecture II].Âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:
Òåîðåìà 1(ñì. [B, Lecture II, Theorem 5.1]). Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

J : Kn+1 → Rn−1

ñ îáðàçîì

y = (y1, ..., yn−1) : 0 ≤ yl ≤ l · (n− l), yi − yi+l ≤ i · l,

ãäå l = 1, ..., n− 1, i = 1, ..., n− l − 1.
Îáîçíà÷èì

Li,l = {y ∈ Rn−1 : yi − yi+l ≤ i · l, 1 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ i ≤ n− l, y0 = yn = 0}

Òîãäà íàøå îïèñàíèå çàäà¼ò îáðàç ìíîãîãðàííèêà Kn+1 êàê ïåðåñå÷åíèå
(n− 1)−ìåðíîãî êóáà ñî âñåìè ìíîæåñòâàìè Li,l.
Çàäàäèì ìíîãîãðàííèê Ñòàøåôôà K5 â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0,−x + 3 ≥ 0,−y + 3 ≥ 0,−z + 3 ≥ 0,

−x + y + 2 ≥ 0,−y − z + 5 ≥ 0, x + z − 1 ≥ 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðãðàíè çàíóìåðåì ÷èñëàìè îò 1 äî 9. Çàìåòèì,
÷òî ýòîò ìíîãîãðàííèê, ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà, ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì îáùåé êîíñòðóêöèåé, îïèñàííîé
âûøå.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êîëüöà ãðàíåé, îïðåäåëèì åãî

äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, ñëåäóÿ [Ï, ï.6]: ïóñòü K - àáñòðàêòíûé
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = 1, ...,m.Åãî êîëüöîì
ãðàíåé (èëè êîëüöîì Ñòåíëè-Ðèñíåðà) íàçûâàåòñÿ

Z[K] = Z[v1, ..., vm]/(vi1 , ..., vik),

ãäå {i1, ..., ik}− íå ñèìïëåêñ â K. Ïîäðîáíåå ýòà êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà
â [ÁÏ, ãëàâà 3].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû ÷èñëà Áåòòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ

(ñì. [ÁÏ, ãëàâà 7]), ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêó K5, è âûâåäåíû
îáùèå ôîðìóëû äëÿ 3-ãî è 4-ãî ÷èñåë Áåòòè òàêèõ ìíîãîîáðàçèé.

2. çàäàíèå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ.

Ìíîãîãðàííèê K5 ìîæåò áûòü çàäàí â âèäå:

A·x + b≥ 0,

ãäå ñòðîêè ìàòðèöû A ðàçìåðà 9 × 3 åñòü íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû
ãèïåðãðàíåé 1-9, à âåêòîð-ñòîëáåö b ðàçìåðà 9× 1 åñòü:

(0, 0, 0, 3, 3, 3, 2, 5,−1)t.

Ïóñòü ìàòðèöà C ðàçìåðà 6 × 9 òàêîâà, ÷òî C · A = 0.Òîãäà, êàê
èçâåñòíî, (ñì. [Ï, ï.4]), ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü çàäàíî
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êàê:
9∑

k=1

cjk · (‖zk‖2 − bk) = 0, 1 ≤ j ≤ 6.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì èñêîìîå ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê:

‖z1‖2 + ‖z4‖2 − 3 = 0, ‖z2‖2 + ‖z5‖2 − 3 = 0,

‖z3‖2 + ‖z6‖2 − 3 = 0, ‖z1‖2 − ‖z2‖2 + ‖z7‖2 − 2 = 0,

‖z2‖2 + ‖z3‖2 + ‖z8‖2 − 5 = 0, ‖z1‖2 + ‖z3‖2 − ‖z9‖2 + 1 = 0.

3. íàõîæäåíèå ÷èñåë Áåòòè â ñëó÷àå K5.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè:

Òåîðåìà 1(ñì. [ÁÏ, Òåîðåìà 8.6]). Äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî âååðà∑
èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì àëãåáð:

H∗(Z(
∑

);Z) ∼= Tor∗Z[v1,...,vm](Z[KP], Z) ∼= H[Λ[u1, ..., um]⊗ Z[KP], d],

â êîíöå ñòîèò àëãåáðà êîãîìîëîãèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðû ñ degui = 1, degvi = 2, dui = vi, dvi = 0, ïðè 1 ≤ i ≤ m.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ Òåîðåìû 1 â [Ï] ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2(ñì. [Ï, Òåîðåìà 6.2]). Ìû èìååì:

Hk(Z(
∑

)) ∼=
⊕

I⊆[m]

H̃k−|I|−1(KP(I)).

Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ðàññìîòðåíû â [Ï]. Òåïåðü
ìû ìîæåì íàéòè èñêîìûé âåêòîð ÷èñåë Áåòòè, òî÷íåå, âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Âåêòîð ÷èñåë Áåòòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííèêó Ñòàøåôôà K5 èìååò âèä:

(1, 0, 0, 15, 35, 24, 6, 24, 35, 15, 0, 0, 1)t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 2 âèäèì, ÷òî ÷èñëà Áåòòè íà÷èíàþòñÿ
òàê: 1,0,0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå, äîñòàòî�
÷íî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå 4 ÷èñëà, òàê êàê ðàçìåðíîñòü ZP ðàâíà
3 + 9 = 12.
Èç òåîðåìû, 3-ÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé èìååò ïî 1 îáðàçóþùåé íà

êàæäóþ ïàðó âåðøèí êîìïëåêñà KP, íå ñîåäèí¼ííûõ ðåáðîì.3-êîöèêëû
â ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå

(Λ[u1, ..., um]⊗Z[KP], d),

(uivj èìåþò âèä (ïàðû ij)):

17, 14, 13, 28, 25, 24, 36, 38, 49, 56, 57, 69, 78, 79, 89.

Èòàê, 3-å ÷èñëî Áåòòè åñòü 15.
Àíàëîãè÷íî, âêëàä â 4-óþ ãðóïïó êîãîìîëîãèé äàäóò êîìïëåêñû: "3

îòäåëüíûå òî÷êè" è "ðåáðî è òî÷êà".Èìååì ïðåäñòàâëÿþùèå êîöèêëû
(uiujvk çàïèøåì êàê òðîéêè ijk):

341, 371, 471, 452, 482, 452, 683, 163, 183,
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124, 194, 294, 265, 275, 675, 356, 396, 596,

157, 187, 197, 587, 597, 897,

238, 278, 298, 378, 398, 798,

469, 479, 489, 679, 689,

òàê êàê 789+798+897 =ïîëíûé äèôôåðåíöèàë â íàøåé ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðå, òî â ïîñëåäíåé ñòðîêå íåò ýëåìåíòà u7u8v9. Èòàê, 4-å ÷èñëî
Áåòòè åñòü 35.
Ïî òîé æå ôîðìóëå, â 5-óþ ãðóïïó êîãîìîëîãèé äàäóò âêëàä òîëüêî

0-ìåðíûå êîãîìîëîãèè 4-âåðøèííûõ ïîäêîìïëåêñîâ, òàê êàê â íàøåì
ìíîãîãðàííèêå íåò ïîÿñîâ èç 3 ãèïåðãðàíåé. Èìååì ïðåäñòàâëÿþùèå
êîöèêëû (uiujukvl çàïèøåì êàê ÷åòâ¼ðêè ijkl):

3471, 4582, 1683, 1294, 2675, 3596,

1587, 1597, 5897, 1897,

2378, 2398, 2798, 3798,

4679, 4689, 4789, 6789,

4719− 4791, 6759− 6795, 2758− 2785

3968− 3986, 4829− 4892, 3718− 3781.

Èòàê, 5-å ÷èñëî Áåòòè åñòü 24.
Àíàëîãè÷íî, ïðåäñòàâëÿþùèå êîöèêëû äëÿ ãðóïïû 6-õ êîãîìîëîãèé

(uiujvkvl çàïèøåì êàê ÷åòâ¼ðêè ijkl):

1546, 1532, 2346,

(õîäèì âîêðóã 3-õ ðàçðåçîâ), à òàêæå 6-êîöèêëû âèäà (uiujukulvm

çàïèøåì êàê ïÿò¼ðêè ijklm):

15897, 23798, 46789.

Èòàê, 6-å ÷èñëî Áåòòè åñòü 6.
Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå, èìååì âåêòîð ÷èñåë Áåòòè äëÿ

ìíîãîîáðàçèÿ ZP :

(1,0,0,15,35,24,6,24,35,15,0,0,1)t.

�

4. îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà β3.

Óòâåðæäåíèå 2. 3-å ÷èñëî Áåòòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîãðàííèêó Ñòàøåôôà Kn, åñòü

C4
n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 1 âèäèì, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî êîëè�
÷åñòâó ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Ñòàøåôôà
Kn. Â [B, Lecture II] ìíîãîãðàííèê Kn îïðåäåë¼í ñ ïîìîùüþ ìíîãîóãîëü�
íèêà Gn−1 ñ (n + 1) ðåáðîì. Ïîëüçóÿñü [B, Lecture II, Cor 6.2], ïîëó÷èì,
÷òî ÷èñëî ïàð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãèïåðãàíåé íàøåãî ìíîãîãðàííèêà
ðàâíî ÷èñëó ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé Gn−1, êîòîðîå, î÷åâèäíî,
ñîâïàäàåò ñ C4

n+1. �
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5. îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà β4.

Óòâåðæäåíèå 3. 4-îå ÷èñëî Áåòòè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîãðàííèêó Ñòàøåôôà Kn, åñòü:

5 · C6
n+2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì èíòåðïðåòàöèþ ìíîãîãðàííèêà Ñòàøåôôà
Kn, èñïîëüçîâàííóþ íàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäå-
íèÿ.
Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàâèëüíûé (n+1)−óãîëüíèê
G, ñëåäóÿ [B, Lecture II]. Ïðîâåä¼ì â í¼ì âñå äèàãîíàëè è ðàñêðàñèì
èõ â 2 öâåòà: êðàñíûé è ÷¼ðíûé. Äëÿ äàííîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà
÷¼ðíûìè áóäóò òîëüêî 2 äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèå å¼ ñ 2 áëèæàéøèìè
íåñìåæíûìè âåøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, à êðàñíûìè - âñå îñòàëüíûå
äèàãîíàëè.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 2-õ äèàãîíàëåé íàçîâ¼ì êðàñíûìè òî÷êàìè.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëüíèêà ðàçáèâàåò åãî íà
ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè. Íàçîâ¼ì êðàñíûì òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ,
âñå 3 âåðøèíû êîòîðîãî êðàñíûå (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 3-õ è áîëåå
êðàñíûõ äèàãîíàëåé äàþò ñòîëüêî êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñêîëüêî
èõ ïîëó÷èòñÿ ïðè ìàëîì øåâåëåíèè ðàçáèåíèÿ òàêîì, ÷òîáû êðàòíûõ
òî÷åê íå áûëî).Î÷åâèäíî,÷òî âñå êðàñíûå òðåóãîëüíèêè ëåæàò â (n +
1)−óãîëüíèêå, îáðàçîâàííîì ÷¼ðíûìè äèàãîíàëÿìè.Áóäåì ãîâîðèòü
â äàëüíåéøåì, ÷òî ëþáûå 2 òî÷êè, îòëè÷íûå îò âåðøèí èñõîäíîãî
ìîãîóãîëüíèêà, çàäàþò îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.
Íàøà öåëü - ïîñ÷èòàòü âñå ïðåäñòàâëÿþùèå êîöèêëû 4-îé ãðóïïû

êîãîìîëîãèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû, ââåä¼ííîé
âûøå ïðè âû÷èñëåíèè 3-ãî ÷èñëà Áåòòè â ñëó÷àå K5.Èç òåîðåìû
Õîõñòåðà è ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûå êîöèêëû
ìîãóò ëèøü èìåòü âèä uiujvk, ãäå uivk è ujvk ñóòü ïðåäñòàâëÿþùèå 3-
êîöèêëû (ó÷èòûâàÿ ãðàäóèðîâêó u è v, âñïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë
äîëæåí îáðàùàòüñÿ â 0 íà íàøèõ êîöèêëàõ) äëÿ 3-åé ãðóïïû êîãîìîëîãèé.
Íî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, êàê ìû çíàåì èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ïàðû äèàãîíàëåé (ik) è (jk) ñîîòâåòñòâóþùåãî (n +
1)−óãîëüíèêà G åñòü ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðû (ik) è (jk) èçîáðàæàþòñÿ êðàñíûìè òî÷êàìè

ìíîãîóãîëüíèêà G, ëåæàùèìè íà îäíîé äèàãîíàëè (k), êðàñíîé èëè
÷¼ðíîé, à âñÿêèé èñêîìûé êîöèêë uiujvk ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòðåçêîì. Íî
çàìåòèì, ÷òî 3 íàøèõ êîöèêëà áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû (ò.å èõ ñóììà
- ïîëíûé äèôôåðåíöèàë) òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòðåçêè
îáðàçóþò êðàñíûé òðåóãîëüíèê.
Îáîçíà÷èì A - ÷èñëî îòðåçêîâ, B - ÷èñëî êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ

ðàçáèåíèÿ G. Òîãäà èñêîìîå ÷èñëî â íàøåé èíòåðïðåòàöèè ðàâíî A−B.

Ëåììà. ×èñëî êðàñíûõ òðåóãîëüíèêîâ

B = C6
n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êðàñíûå òðåóãîëüíèêè åñòü â ðàçáèåíèè G,
òî n ≥ 5. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ êðàñíàÿ äèàãîíàëü äåëèò ìíîãîóãîëüíèê
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íà 2, ïðè÷¼ì êàæäûé èç íèõ èìååò íå ìåíåå 2 âåðøèí, íå ëåæàùèõ
íà ñòîðîíå äåëåíèÿ.Îòñþäà è èç àêñèîì ïëîñêîé ãåîìåòðèè âûòåêàåò,
÷òî âçÿâ 3 ïàðû (ò.å 6 ïðîèçâîëüíûõ âåðøèí) ìíîãîóãîëüíèêà G, èõ
ìîæíî ñîåäèíèòü êðàñíûìè äèàãîíàëÿìè (è â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî,
åäèíñòâåííûì îáðàçîì!) òàê, ÷òî ëþáûå 2 èç 3-õ äèàãîíàëåé ïåðåñåêóòñÿ,
ò.å ìû áóäåì èìåòü êðàñíûé òðåóãîëüíèê.Íî ñóùåñòâóåò ðîâíî C6

n+1

cïîñîáîâ âûáðàòü â (n + 1)−óãîëüíèêå 6 âåðøèí.Ëåììà äîêàçàíà. �

.
Íàéä¼ì òåïåðü ÷èñëî A.Äëÿ ýòîãî äîêàæåì 3 âïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 1. Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (Sn−ñóììà n-ûõ ñòåïåíåé ïåðâûõ
(k − 1) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.):

S1 =
k · (k − 1)

2
,

S2 =
k · (k − 1) · (2 · k − 1)

6
,

S3 =
k2 · (k − 1)2

4
,

S4 =
k · (k − 1) · (2 · k − 1) · (3 · k2 − 3 · k − 1)

30
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíöèï ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.Ëåììà 1
äîêàçàíà. �

Ëåììà 2. Ïóñòü n = 2 ·k è (n+1)−÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà G.
Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

A =
(n + 1)

2
·
k−1∑
l=1

(4 · l2 · k2 − 2 · k · (2 · l3 + 2 · l2 + l) + (l4 + 2 · l3 + 2 · l2 + l)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàëîé äåôîðìàöèåé êðàñíûõ
äèàãîíàëåé ìû äîáèëèñü òîãî, ÷òî êðàòíûõ òî÷åê â íàøåì ìíîãîóãîëüíè�
êå íåò. Ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèêG-ïðàâèëüíûé, òî äîñòàòî÷íî ôèêñèðî�
âàòü îäíó íà÷àëüíóþ âåðøèíó è ðàññìîòðåòü ëèøü îòðåçêè, ëåæàùèå
íà èñõîäÿùèõ èç íå¼ äèàãîíàëÿõ.Áîëåå òîãî, èç îñåâîé ñèììåòðèè
ìíîãîóãîëüíèêà G îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëüíóþ
âåðøèíó ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ÷èñëî îòðåçêîâ íà äèàãîíàëÿõ,
ëåæàùèõ â îäíîé èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî îñè. Ôèêñèðóåì
òàêóþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ââåä¼ì ïîðÿäîê íà ðàññìàòðèâàåìûõ äèàãîíàëÿõ, à èìåííî: áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî äèàãîíàëè âîçðàñòàþò îò ÷¼ðíîé äî îñè.Àíàëîãè÷íî,
ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ G, ïîïàâøèõ â íàøó ïîëóïëîñêîñòü, ââåä¼ì
òàê, ÷òî âåðøèíû áóäóò âîçðàñòàòü îò íà÷àëüíîé è äî ëåæàùåé íà
íàèáîëüøåé äèàãîíàëè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà äèàãîíàëè íàõîäèòñÿ m

òî÷åê, òî ÷èñëî îòðåçêîâ íà íåé åñòü m·(m−1)
2 .Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî òî÷åê íà äèàãîíàëÿõ
ïðè âîçðàñòàíèè îò ÷¼ðíîé äî îñè.
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Î÷åâèäíî, ÷òî íà êàæäîé ÷¼ðíîé äèàãîíàëè ðîâíî (n − 2) òî÷êè, è
ïîòîìó ÷¼ðíûå äèàãîíàëè ìíîãîóãîëüíèêà G äàþò âêëàä

(n + 1) · 2
2

· (n− 2) · (n− 3)
2

â èñêîìóþ ñóììó.Äîêàæåì, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè äèàãîíàëåé, ÷èñëà
òî÷åê íà íèõ óâåëè÷èâàþòñÿ íà (n − 2), (n − 4), (n − 6), (n − 8), ... è òàê
äàëåå äî ÷èñëà 2.Òîãäà, çàïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó îòðåçêîâ íà
íèõ è ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû, ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó.
Íàçîâ¼ì âêëàäîì äàííîé âåðøèíû â äàííóþ äèàãîíàëü ÷èñëî

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé äèàãîíàëè ñî âñåìè äèàãîíàëÿìè, èñõîäÿùèìè
èç äàííîé âåðøèíû. Âûøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âêëàä íàèìåíüøåé
âåðøèíû â ÷¼ðíóþ äèàãîíàëü ðàâåí (n− 2). Î÷åâèäíî, ÷òî å¼ æå âêëàä
â ñëåäóþùóþ ïî ïîðÿäêó äèàãîíàëü íà 1 ìåíüøå, â ñëåäóþùóþ - íà 2
ìåíüøå è ò.ä.Â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîãîóãîëüíèêà G,
âêëàä ñëåäóþùåé ïî âåëè÷èíå âåðøèíû â ñîñåäíþþ ñ ÷¼ðíîé äèàãîíàëü
íà 1 ìåíüøå âêëàäà íàèìåíüøåé â ÷¼ðíóþ äèàãîíàëü; å¼ æå âêëàä â 3-þ
äèàãîíàëü íà 1 ìåíüøå âêëàäà ïðåäûäóùåé âåðøèíû â ïðåäûäóùóþ
äèàãîíàëü è ò.ä.Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ïðè
âîçðàñòàíèè äèàãîíàëåé ê îñè óâåëè÷èâàåòñÿ òàê, êàê óêàçàíî âûøå,
èáî âêëàäû âåðøèí â äàííóþ äèàãîíàëü ñêëàäûâàþòñÿ. Èòàê, ëåììà 2
äîêàçàíà. �

Ëåììà 3. Ïóñòü n = 2 ·k+1 è (n+1)− ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà
G. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

A =
(n + 1)

2
·
k−1∑
l=1

(4 · l2 · k2 − 2 · k · (2 · l3 + l) + (l4 + l2))+
(n + 1)

4
·k2·(k2 − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2, ðîëü îñè áóäåò
èãðàòü ìàêñèìàëüíàÿ (ðàçäåëÿþùàÿ ìíîãîóãîëüíèê íà äâà) êðàñíàÿ
äèàãîíàëü; ïðè âîçðàñòàíèè äèàãîíàëåé îò ÷¼ðíîé ê ìàêñèìàëüíîé ÷èñëî
òî÷åê íà äèàãîíàëè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ îò (n−2) íà (n−4), (n−6), (n−
8), ... è òàê äàëåå, äî 1 (èáî n - íå÷¼òíî). Îòñþäà ñóììèðóÿ ïî âñåì
äèàãîíàëÿì G è ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû, èìååì èñêîìóþ ôîðìóëó. Ëåììà 3
äîêàçàíà. �

Ëåììà 4. ×èñëî A îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ðàâíî:

(n− 3) · (n− 2) · (n− 1) · n · (n + 1)2

120
,

ãäå (n + 1) - ÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ
ñóìì m-ûõ ñòåïåíåé ïåðâûõ (k − 1) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ôîðìóëû èç
ëåììû 2 è ëåììû 3 è âûðàçèì âñ¼ ÷åðåç n. Ëåììà 4 äîêàçàíà. �

.
Òåïåðü, âû÷èòàÿ B èç A, èñïîëüçóÿ ëåììó è ëåììó 4, ïîñëå î÷åâèäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó äëÿ 4-ãî ÷èñëà Áåòòè.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �
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