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1 Ââåäåíèå.

Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.

Êîíñòðóêöèÿ (ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïóñòü K � ñèìïëè-

öèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = 1, 2, . . . ,m è

(X ,A) = {(X1, A1), . . . , (Xm, Am)}

íàáîð èç m ïàð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, Ai ⊂ Xi. Äëÿ êàæäîãî ïîä-

ìíîæåñòâà I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X ,A)I =
{

(x1, . . . , xm) ∈

m
∏

j=1

Xj : xj ∈ Aj äëÿ j /∈ I
}

è îïðåäåëèì ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà (X ,A), ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K, êàê

(X ,A)K =
⋃

I∈K

(X ,A)I =
⋃

I∈K

(

∏

i∈I

Xi ×
∏

i/∈I

Ai

)

.

Çäåñü îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ âíóòðè ïðîèçâåäåíèÿ

∏m
j=1Xj . Â ñëó÷àå, êîãäà

ïàðû (Xi, Ai) îäèíàêîâû, ò. å. Xi = X è Ai = A äëÿ i = 1, . . . ,m, èñïîëüçó-
åòñÿ îáîçíà÷åíèå (X,A)K äëÿ (X ,A)K.

Åñëè (X,A) = (D2, S1), òî

ZK = (D2, S1)K

íàçûâàåòñÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîì. �àññìàòðèâàþòñÿ òàêæå âåùåñò-

âåííûå ìîìåíò-óãîë-êîìïëåñêû RK:

RK = ([−1, 1], {−1, 1})K,

ãäå [−1, 1] = D1
� îòðåçîê, à {−1, 1} = ∂[−1, 1] � ïàðà òî÷åê. Òåîðèÿ

ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ èçëàãàåòñÿ â [1℄, [7℄.

Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå (n − 1)-ìåðíîé ñ�åðû ñ m âåð-

øèíàìè, òî ZK ÿâëÿåòñÿ (n +m)-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,

à RK � n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ñì. [1℄, òåîðåìû 4.1.4,
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4.1.7. Â ÷àñòíîñòè, åñëè K � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà, òî RK � îðèåíòèðóå-

ìîå çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (ïîâåðõíîñòü), à ZK � çàìêíóòîå

(m+ 2)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Â äèïëîìíîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ìîìåíò-óãîë-

êîìïëåêñàìè ìíîãîóãîëüíèêîâ.

1) Ïóñòü ãðóïïà Zn
2 ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà

g.
Òåîðåìà. �îä òàêîé ïîâåðõíîñòè ïîâåðõíîñòè óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó

g > 1 + 2n−1(n− 2),

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âåùåñòâåííîì ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñå

(n+ 2)-óãîëüíèêà.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ��2-3.

2) �àññìîòðèì êîìïëåêñíûé ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK, ñâÿçàííûé ñ ãðà-

íèöåé m-óãîëüíèêà, m > 3. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êðóã D2
ýòî åäèíè÷íûé êðóã

â C. Òîãäà (D2)m ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(z1, z2, . . . , zk), ãäå |zj | 6 1.

Òîãäà ZK � ïîäìíîæåñòâî â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè m êîïèé êðóãà D2
, ÿâ-

ëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì êóñêîâ âèäà

Ωj =
{

|z1| = · · · = |zj | = 1, |zj+1| 6 1, |zj+2| 6 1, |zj+3| = · · · = |zm| = 1},

èíäåêñû ñ÷èòàþòñÿ ïî ìîäóëþ m, m+ 1 ≡ 1. Íà ýòîì (m+ 2)-ìåðíîì êîì-

ïëåêñå äåéñòâóåò ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæåíèåì m-ìåðíûé òîð Tm
, ñîñòîÿ-

ùèé èç íàáîðîâ âèäà

(e2πiα1 , . . . , e2πiαm)

Â ýòîì òîðå åñòü ìíîãî ïîäòîðîâ êîðàçìåðíîñòè 2, äåéñòâóþùèõ ñâîáîäíî.

Íàïðèìåð, ïðè ÷åòíîì m ìû ìîæåì âçÿòü ïîäòîð, çàäàííûé óðàâíåíèÿìè

∑

α2j = 0,
∑

α2j+1 = 0.

Ýòîò êîìïëåêñ ãîìåîìîð�åí ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñ�åð

#m−1
p=3

(

Sp × Sm+2−p
)#(p−2)Cp−1

m−2

(Ìàê�àâðàí, [6℄, ñì. òàêæå [1℄, òåîðåìà 4.6.12). Ñèìâîë # îáîçíà÷àåò ñâÿç-

íóþ ñóììó ìíîãîîáðàçèé, à òîò æå ñèìâîë â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè îçíà÷àåò,

÷òî ìû áåðåì ñâÿçíóþ ñóììó íåñêîëüêîèé êîïèé îäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ

(S3 × S4)#5

ñâÿçíàÿ ñóììà 5 êîïèé S3 × S4
.
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Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî îáû÷íû ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ áîëü-

øèõ òîðîâ íà ñâÿçíûõ ñóììàõ ïðîèçâåäåíèé ñ�åð. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü E = (S3 ×S4)#k
ñâÿçíàÿ ñóììà k êîïèé ïðîèçâåäåíèé

ñ�åð S3 × S4
. Ïóñòü íà E ñâîáîäíî äåéñòâóåò òðåõìåðíûé òîð T 3

. Òîãäà

k = 5.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ��4-5.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ò. Å. Ïà-

íîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîìîùü è âíèìàíèå.

2 Äåéñòâèå Zm2 íà ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñå

m-óãîëüíèêà

Åñëè K � ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå (n−1)-ìåðíîé ñ�åðû, òî RK ÿâëÿåòñÿ

n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Zm
2 (ñì. [1, Òåîðåìà 4.1.7℄).

Ïðè ýòîì èç m êîììóòèðóþùèõ èíâîëþöèé íà RK íå áîëåå ÷åì m − n
äåéñòâóåò ñâîáîäíî. Íèæå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ áóäåò ïðèâåäåíî äîêà-

çàòåëüñòâî ýòèõ �àêòîâ â ñëó÷àå, êîãäà K � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà. Ïî-
âåðõíîñòè RK, îîòâåòñòâóþùèå m-óãîëüíèêàì, ïîÿâèëèñü ïîä íàçâàíèåì

"regular topologial skew polygedra"â ðàáîòå �. Êîêñòåðà [2℄ 1937ã.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü K � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà. Òîãäà RK � îðè-

åíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà

g = 1− 2m−1 +m2m−3.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êóá Im = [−1, 1]m ñî ñòàíäàðòíîé ñòðóêòó-

ðîé êóáè÷åñêîãî êîìïëåêñà. Åãî äâóìåðíûé îñòîâ ñîñòîèò èç ãðàíåé âèäà

{(ε1, . . . , εi−1, xi, εi+1, . . . , εj−1, xj , εj+1, . . . , εm) : xi, xj ∈ [−1, 1]},

ãäå ε1, . . . , εm = ±1.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ RK ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäêîìïëåêñîì. Äåéñòâèòåëüíî,RK

åñòü îáúåäèíåíèå äâóìåðíûõ ãðàíåé êóáà ñëåäóþùåãî âèäà:

{(ε1, . . . , εi−1, xi, xi+1, εi+2, . . . , εm) : xi, xi+1 ∈ [−1, 1]},

ãäå ε1, . . . , εm = ±1.

(Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì èíäåêñû ïî ìîäóëþ m, ò. å. m + 1 ≡ 1.) Òàêèì
îáðàçîì, RK åñòü îáúåäèíåíèå òåõ äâóìåðíûõ ãðàíåé êóáà, â êîòîðûõ èç-

ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïàðà ñîñåäíèõ êîîðäèíàò. Â êàæäîé îäíîìåðíîé ãðàíè

{(ε1, . . . , xi, . . . , εm) : xi ∈ [−1, 1]} ñõîäÿòñÿ ðîâíî äâà êâàäðàòà, à èìåííî

(xi, xi+1) ∈ [−1, 1]m è (xi−1, xi) ∈ [−1, 1]m. Ïðè ýòîì ëþáûå äâà êâàäðàòà

ëèáî íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ëèáî èìåþò îáùóþ âåðøèíó, ëèáî ïåðåñåêà-

þòñÿ ïî îäíîìåðíîé ãðàíè (òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ âñåãî äâóìåðíîãî îñòîâà
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êóáà, à îäíîìåðíûå ãðàíè RK ñîñòàâëÿþò âåñü îäíîìåðíûé îñòîâ êóáà). Â

êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî m êâàäðàòîâ. Èç ýòîãî âñåãî ñëåäóåò, ÷òî

RK ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Íàéäåì ÷èñëî âåðøèí V , ðåáåð E è ãðàíåé F . Ïîâåðõíîñòü RK ñêëåèâà-

åòñÿ èç F = m2m−2
êâàäðàòîâ. Êàæäûé êâàäðàò èìååò 4 ðåáðà, à â êàæäîì

ðåáðå ñõîäÿòñÿ 2 êâàäðàòà. Ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåð åñòü E = 4F/2 = 2F .
Âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíû êóáà, ñëåäîâàòåëüíî, V = 2m. Èòàê,
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà

χ(RK) = V − E + F = V − 2F + F = V − F = 2m−2(4−m),

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò �îðìóëà äëÿ ðîäà ïîâåðõíîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü K � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïîâåðõíîñòü RK ÿâ-

ëÿåòñÿ ãðàíèöåé òðåõìåðíîãî êóáà è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîð�íà ñ�åðå �

ïîâåðõíîñòè ðîäà 0.

Ëåììà 2.2. Ëåììà. Åñëè K � ãðàíèöà m-óãîëüíèêà, òî íà ïîâåðõíîñòè

RK ñâîáîäíî äåéñòâóåò ãðóïïà Z
m−2
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óêàæåì ÿâíî îáðàçóþùèå ñâîáîäíî äåéñòâóþùåé ïîä-

ãðóïïû Z
m−2
2 ⊂ Zm

2 . Ïóñòü ψi � èíâîëþöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ xi â −xi è îñòàâ-
ëÿþùàÿ íà ìåñòå âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû. Èíâîëþöèè ψi, i = 1, . . . ,m,
êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé è òåì ñàìûì ïîðîæäàþò äåéñòâèå ãðóïïû Zm

2 .

Îäíàêî ýòî äåéñòâèå íå ñâîáîäíî: ñòàáèëèçàòîðîì èíâîëþöèè ψi ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ñ íóëåâîé i-é êîîðäèíàòîé. �àññìîòðèì êîìïîçèöèþ

ψi ◦ ψj , ãäå |i − j| > 1 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëè â ìíîãîóãîëüíèêå K).
Ñòàáèëèçàòîðîì èíâîëþöèè ψi ◦ ψj ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäè-

íàòàìè xi = xj = 0, íî òàêèõ òî÷åê â RK íåò, òàê êàê xi, xj íå ñîñåäíèå
êîîðäèíàòû. Åñëè m = 2k, òî ðàññìîòðèì m− 2 èíâîëþöèè ψ1 ◦ψ3, ψ3 ◦ψ5,

. . . , ψ2k−3 ◦ψ2k−1 è ψ2 ◦ψ4, ψ4 ◦ψ6, . . . , ψ2k−2 ◦ψ2k. Ýòè èíâîëþöèè ïîïàðíî

êîììóòèðóþò è ïîðîæäàþò ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû Z
m−2
2 . Àíàëîãè÷íî

äëÿ íå÷åòíîãî m = 2k+1 ðàññìîòðèì m− 2 èíâîëþöèè ψ1 ◦ψ3, ψ3 ◦ψ5, . . . ,
ψ2k−3 ◦ ψ2k−1, ψ2 ◦ ψ4, ψ4 ◦ ψ6, . . . , ψ2k−2 ◦ ψ2k è ψ1 ◦ ψ2k ◦ ψ2k+1.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè m ÷åòíî, êàæäûé ýëåìåíò ñâîáîäíî äåé-

ñòâóþùåé ãðóïïû Z
m−2
2 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ íà RK, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèåé ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èíâîëþöèé ψi. Åñëè æå m íå÷åò-

íî, òî èíâîëþöèÿ ψ1 ◦ ψ2k ◦ ψ2k+1 ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè RK.

3 Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ñâîáîäíûõ êîììóòè-

ðóþùèõ èíâîëþöèé

Òåïåðü ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ äâóìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü M .

�àññìîòðèì âîïðîñ îïèñàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî n, äëÿ êîòîðîãî ãðóïïà Zn
2

äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà M . Î÷åâèäíî, ÷òî n çàâèñèò òîëüêî îò ðîäà h ïî-

âåðõíîñòè M . (Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà
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h ðàâíà 2 − 2h, à ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè

ðîäà h ðàâíà 2− h.) Ââåäåì �óíêöèþ

f(h) = max{n : Zn
2 äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà ïîâåðõíîñòè ðîäà h}.

Ïóñòü f(h) = n. Òîãäà B = M/Zn
2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì çàìêíóòûì ìíîãî-

îáðàçèåì ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ(B) = χ(M)/2n.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü B = M/Zn
2 èìååò ðîä g. Åñëè ïîâåðõ-

íîñòü B îðèåíòèðóåìà, òî n 6 2g. Åñëè B íåîðèåíòèðóåìà, òî n 6 g.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü B îðèåíòèðóåìà.

Åå �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà èìååò âèä

G = π1(B) = 〈a1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a
−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g = 1〉.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M) = H ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-

íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G (òàê êàê äåéñòâèå Zn
2 ñâîáîäíî) è G/H ≈ Zn

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò êàæäîãî ñìåæíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòåí åäèíèöå,

[ai]
2 = [bj]

2 = [1] äëÿ âñåõ i, j = 1, ..., g. Êðîìå òîãî, âñå ñìåæíûå êëàñ-
ñû (ýëåìåíòû G/H ≈ Zn

2 ) êîììóòèðóþò. Òàê êàê ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ

ýëåìåíòàìè a1, b1, . . . , ag, bg, òî �àêòîðãðóïïà G/H ïîðîæäàåòñÿ ñìåæíûìè

êëàññàìè [a1], [b1], . . . , [ag], [bg]. Íî ïîñêîëüêó îíè êîììóòèðóþò è èõ êâàä-

ðàòû ðàâíû åäèíèöå, òî èç íèõ íåëüçÿ ñîñòàâèòü áîëåå 22g ñëîâ. Ïîýòîìó

ïîðÿäîê ãðóïïû G/H ≈ Zn
2 íå áîëüøå 22g. Ñëåäîâàòåëüíî, n 6 2g.

Äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè B äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, çà èñ-

êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

G = π1(B) = 〈a1, . . . , ag| a
2
1 . . . a

2
g = 1〉

èìååò g îáðàçóþùèõ è ïîðÿäîê �àêòîðãðóïïû G/H íå áîëüøå 2g.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. à) Äëÿ êàæäîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè B ðîäà

g è ÷èñëà n 6 2g ñóùåñòâóåò òàêàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü M ñî

ñâîáîäíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Zn
2 , ÷òî B =M/Zn

2 .

á) Äëÿ êàæäîé íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè B ðîäà g è ÷èñëà n 6 g
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü M ñî ñâîáîäíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Zn

2 ,

÷òî B =M/Zn
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîâåðõíîñòüB îðèåíòèðóåìà. �àññìîòðèì ïîä-

ãðóïïó P â �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π(B) = G, ïîðîæäåííóþ êâàäðà-

òàìè âñåõ ýëåìåíòîâ: P = 〈g2, g ∈ G〉, è ðàññìîòðèì åå íîðìàëèçàòîð

H = GPG−1
. Òîãäà H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è H 6= G, òàê êàê H ñîäåð-

æèò òîëüêî ýëåìåíòû ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì áóêâ. Ìû èìååì G/H ≈ Z
2g
2

(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â �àêòîðãðóïïå G/H âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

[ai]
2 = [bj ]

2 = [aibjaibj ] = [1]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå íà-
êðûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ïîäãðóïïå H (ñì. [5℄). Äîáàâèì ê P îäíó èç

îáðàçóþùèõ: P1 = 〈P, a1〉 è ðàññìîòðèì H1 = GP1G
−1
. Òîãäà 1 òîæå áóäåò
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íîðìàëüíîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé (ñîáñòâåííîé, íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî

â êàæäîì åå ýëåìåíòå bg âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç), à �àêòîðãðóïïà

åñòü G/H ≈ Z
2g−1
2 . Ñîîòâåòñòâóþùåå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè B ðåãóëÿðíî

è äàåò ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû Z
2g−1
2 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, áóäåì

äîáàâëÿòü ê P åùå îáðàçóþùèå ai, bi è ïîëó÷àòü íàêðûòèÿ ïîâåðõíîñòè B,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ Z

2g−k
2 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , 2g − 1.

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü M � îðèåòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g, à n
� ìàêñèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî a 6 1,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

χ(Mg) = a · 2n, ãäå n 6 2− a. (1)

Òîãäà f(g) = n, åñëè a ÷åòíî, è n− 1 6 f(g) 6 n, åñëè a íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Mg ñâîáîäíî äåéñòâóåò Zk
2 . Òîãäà

χ(Mg) = a′ · 2k, ãäå a′ = χ(Mg/Z
k
2) è, êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1,

k 6 2 − a′. Ïî îïðåäåëåíèþ, n � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò

ïðèíèìàòü òàêîå k. Ñëåäîâàòåëüíî, f(g) 6 n. Îöåíèì f(g) ñíèçó. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) a � ÷åòíîå. Âîçüìåì îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü B ýéëåðîâîé õàðàê-

òåðèñòèêè a ðîäà 2−a
2 . Òàê êàê n 6 2 2−a

2 , òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2 ñóùåñòâóåò

îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü M , òàêàÿ, ÷òî íà M ñâîáîäíî äåéñòâóåò Zn
2 è

M = B/Zn
2 . Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(M) = 2na = χ(Mg), ñëåäîâàòåëüíî,

M èìååò ðîä g è f(g) > n.
2) a � íå÷åòíîå. Ïðåäñòàâèâ χ(M) = 2n−1(2a). Âîçüìåì îðèåíòèðóåìóþ

ïîâåðõíîñòü B ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè 2a, ò. å. ðîäà 2−2a
2 . Ìû èìååì

n − 1 6 2 − 2a, òàê êàê n 6 2 − a è a 6 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2 ñóùå-

ñòâóåò îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòüM , òàêàÿ, ÷òî íà M ñâîáîäíî äåéñòâóåò

Z
n−1
2 è M = B/Zn−1

2 . Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(M) = 2n−1(2a) = χ(Mg),
ñëåäîâàòåëüíî, M èìååò ðîä g è f(g) > n− 1.

Ââåäåì �óíêöèþ H(g) êàê îáðàòíóþ ê �óíêöèè g(x) = 1 + (x− 2)2x−1
:

H(g) =
W

(

1
2 (g − 1) ln 2

)

ln 2
+ 2,

ãäå W � �óíêöèÿ Ëàìáåðòà (�óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê xex).

Òåîðåìà 3.4. Òåîðåìà Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå f(g) 6 H(g), ïðè÷åì
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿõ è

òîëüêî íà íèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ χ(Mg) = 2− 2g è a = 2− b â (1), ïîëó÷àåì

g = 1 + 2n−1(b − 2), ãäå n 6 b, b > 1.
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Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3 äëÿ ìàêñèìàëüíîãî n, óäîâëåòâîðÿþùåãî âûøåïðèâå-
äåííîìó óñëîâèþ, âåðíî íåðàâåíñòâî f(g) 6 n Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

g(n) = 1 + 2n−1(n− 2) 6 1 + 2n−1(b− 2) = g,

÷òî ýêâèâàëåíòíî n 6 H(g). Ñëåäîâàòåëüíî, f(g) 6 H(g).
�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðîä g ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå g = 1+2n−1(n−2). Ñðàâíèâ ýòî âûðàæåíèå ñ �îðìóëîé èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1, íàõîäèì, ÷òîM ≃ RK, ãäå K � ãðàíèöà (n+2)-óãîëüíèêà.

Çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(g) ïîêàçàíû íà ðèñóíêå, ãäå ïóíêòèðîì èçîáðàæåí

ãðà�èê �óíêöèè H(g).

�ðà�èê �óíêöèè f(g), ãäå g � ðîä ïîâåðõíîñòè

4 Êîãîìîëîãèè �àêòîðà

ñâÿçíîé ñóììû (S3×S4)#k ïî äåéñòâèþ òîðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ñâÿçíóþ ñóììó k êîïèé S3 × S4
. �ðóïïû Z-ãîìîëîãèé

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíû

H0(E ,Z) = Z,

H3(E ,Z) = Z
k,

H4(E ,Z) = Z
k,

H7(E ,Z) = Z,
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ãîìîëîãèè â ðàçìåðíîñòÿõ 1, 2, 5, 6 � íóëåâûå. Ýòî ñëåäóåò èç îáùåãî �àêòà

(ñì. [5℄, 328): ïóñòü M1, M2 � êîìïàêòíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíî-

ñòè n, òî äëÿ ïðè 1 6 k 6 n− 1 âûïîëíåíî

Hk(M1#M2,Z) ≃ Hk(M1,Z)⊕Hk(M2,Z)

Òàê êàê H1(E ,Z) = 0, ìíîãîîáðàçèå E îäíîñâÿçíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðè-

ìåíèòü òåîðåìó �óðåâè÷à ([4℄, �13), â ýòîì ñëó÷àå âòîðàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ

ãðóïïà èçîìîð�íà H2(E ,Z),
π2(E) = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî íà E ñâîáîäíî äåéñòâóåò òðåõìåðíûé òîð T 3
. Òîãäà îïðå-

äåëåíî �àêòîð-ìíîãîîáðàçèå

B = E/T 3

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè íà E äåéñòâóåò òðåõìåðíûé òîð, òî Z-ãîìîëîãèè

B ðàâíû

H0(B,Z) = Z

H1(B,Z) = 0

H2(B,Z) = Z
3

H3(B,Z) = 0

H0(B,Z) = Z.

�ðóïïû êîãîìîëîãèé òàêèå æå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ðàññëîåíèå, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî E ,
ñëîé èçîìîð�åí òîðó T 3

, à áàçà B íàì íåèçâåñòíà. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðàññëîåíèÿ (ñì. [4℄, �8, [5℄, òåîðåìà 4.41) èìååò âèä

· · · → π2(E) → π2(B) → π1(T
3) → π1(E) → π1(B) → π0(T

3) → . . .

Ó íàñ π2(E) = 0, π1(E) = 0, π0(T
3) = 0. Ïîýòîìó π1(B) = 0, a ïîýòîìó è

ãîìîëîãèè H1(Z) ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, B îðèåíòèðóåìî. Êðîìå òîãî,

π2(B) ≃ π1(T
3) ≃ Z

3

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå �óðåâè÷à H2(B,Z) = Z3
.

Ìû çíàåì H0, H1, H2. Äàëåå (ñì. [4℄, ñòð. 157)

Hk(B,Z) = (ñâîáîäíàÿ ÷àñòü Hk(B,Z))⊕ (êðó÷åíèå Hk−1(B,Z)) (4.1)

Ïîýòîìó

H1(B,Z) = 0, H2(B,Z) = Z
3

Òàê êàê B îðèåíòèðóåìî, òî H4(B,Z) = 0 è âûïîëíåíà äâîéñòâåííîñòü
Ïóàíêàðå (ñì. [5℄, òåîðåìà 3.30). Ïîýòîìó

H3(B,Z) = H1(B,Z) = 0.
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Íî òîãäà ïî (4.1) è H3(B,Z) = 0. �

Êðîìå òîãî, ìû èìååì óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ

H2(B,Z)×H2(B,Z) → H4(B,Z),

òî åñòü ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíà� �îðìà. Ïî äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå îíà

íåâûðîæäåíà.

5 Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè.

Ìû çíàåì êîãîìîëîãèè E . Ïîïðîáóåì ïàðàëëåëüíî âû÷èñëèòü èõ, èñõîäÿ èç
ïîëó÷åííûõ äàííûõ î êîãîìîëîãèÿõ B è ïîíÿòíûõ êîãîìîëîãèé òîðà T 3

.

�àññìîòðèì êîãîìîëîãè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-

ñëîåíèÿ E → B (ñì. [4℄, �19, [3℄, �21). Ó íàñ áàçà îäíîñâÿçíà, ïîýòîìó (ñì.[4℄,

ñ.210) ÷ëåí E2 óñòðîåí êàê

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(T 3)).

Òàê êàê ó íàñ íåò êðó÷åíèé, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî êàê (ñì. [4℄, ñòð. 237)

Ep,q
2 = Hp(B,Hq(T 3,Z)) = Hp(B,Z)⊗Hq(T 3,Z).

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ìû îïèñàëè êîãîìîëîãèè áàçû. Êîãîìîëîãèè

òîðà H∗(T 3) - àëãåáðà, ïîðîæäåíííàÿ àíòèêîììóòèðóþùèìè îáðàçóþùèìè
σ1, σ2, σ3 ñòåïåíè 1,

σ2
i = 0, σiσj = −σjσi

Ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïû ãîìîëîãèé òîðà: Z, Z3
, Z3

, Z.

Ïîýòîìó ãðóïïû Ep,q
2 òàêèå

Z 0 Z3 0 Z

Z3 0 Z9 0 Z3

Z3 0 Z9 0 Z3

Z 0 Z3 0 Z

Â ëåâîì ñòîëáöå - êîãîìîëîãèè ñëîÿ, â íèæíåé ñòðîêå - êîãîìîëîãèè áàçû.

Ìû ïðèìåíÿåì äè��åðåíöèàëû d2, d3, d4 è áåðåì ïîëó÷àþùèåñÿ êî-

ãîìîëîãèè, ãðóïïû âî âñåõ êëåòêàõ óìåíüøàþòñÿ. Äè��åðåíöèàëû áüþò

òàê

❍
❍
❍
❍❍❥

◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s

❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩⑦
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Ó d3 èëè íà÷àëî èëè êîíåö ñòîèò â íóëå, ïîýòîìó E4 = E3. Åäèíñòâåííûé

âîçìîæíûé íåòðèâèàëüíûé äè��åðåíöèàë d5 - èç ëåâîé âåðõíåé êëåòî÷êè
â ïðàâóþ íèæíþþ.

Ïîñëå ïðîðåæèâàíèÿ êîãîìîëîãèé â ÷ëåíå E6 äîëæíî îñòàòüñÿ

H1 0 0 0 Z

0 0 G1 0 0

0 0 H2 0 0

Z 0 0 0 G2

ãäå (G2, G1) - ïðèñîåäèíåííàÿ �èëüòðàöèÿ ê H
4(E ,Z) ≃ Zk

, (H2, H1) - ïðè-
ñîåäèíåííàÿ �èëüòðàöèÿ ê H3(E ,Z) ≃ Zk

, Zk/G2 ≃ G1, Z
k/H2 ≃ H1.

Æèðíûå íóëè â òàáëèöå äîëæíû ïîÿâèòüñÿ ïîòîìó, ÷òî ó E êîãîìîëîãèè
H1

, H2
, H5

, H6
ðàâíû íóëþ. Ïðè÷åì îíè íå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ d4, à ïîýòîìó ýòè íóëè äîëæíû áûòü óæå â E3. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñòðåëêè

d2 : H0(B,H1(T 3,Z)) → H2(B,H0(T 3,Z)) (5.1)

d2 : H2(B,H3(T 3,Z)) → H4(B,H2(T 3,Z))

ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�èçìàìè (â àáîèõ ñëó÷àÿõ Z3 → Z3
). Ñòðåëêà

d2 : H0(B,H2(T 3,Z)) → H2(B,H1(T 3,Z))

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Z3 → Z9
, à

d2 : H2(B,H3(T 3,Z)) → H4(B,H0(T 2,Z))

� ñþðúåêöèÿ Z9 → Z3
.

Îòñþäà óæå âèäíî ÷èñëî k ñëàãàåìûõ â íàøåé íåñâÿçíîé ñóììå (S3 ×
S4)#k

íå ïðåâîñõîäèò 7.

Ëåììà 5.1. a) Äè��åðåíöèàë

d2 : H0(B,H3(T 3,Z)) → H2(B,H2(T 2,Z))

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Z → Z9
è Z9/im d2 ≃ Z8

.

b) Äè��åðåíöèàë

d2 : H2(B,H1(T 3,Z)) → H4(B,H0(T 2,Z))

èç Z9 → Z ñþðúåêòèâåí.

❍
❍
❍
❍❍❥

❍
❍
❍
❍❍❥

11



Äîêàçàòåëüñòâî. Ó íàñ îäíîñâÿçíàÿ áàçà, à â êîãîìîëîãèÿõ áàçû è

ñëîÿ íåò êðó÷åíèé. Ïîýòîìó ⊕p,qE
p,q
2 èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû

H∗(B,Z)⊗H∗(T 3,Z),

ïðè÷åì d2 ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëîì îòíîñèòåëüíî ýòîé ñòðóêòóðû. Ýòà

àëãåáðà ïîðîæäåíà îáðàçóþùèìè σ1, σ2, σ3 êîãîìîëîãèé òîðà è áàçèñîì

µ1, µ2, µ3 â H
2(B,Z).

Ìû èñïîëüçóåì áèåêòèâíîñòü äè��åðåíöèàëà (5.1), ýëåìåíòû d2σj äîëæ-

íû îáðàçîâûâàòü áàçèñ â ãðóïïå E2,0
2 ≃ H2(B,Z). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïî-

ëîæèòü

d2σj = µj .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå a). �ðóïïàE0,3
2 ïîðîæäåíà îäíèì ýëåìåíòîì σ1σ2σ3,

à 9-ìåðíàÿ ãðóïïà E2,2
2 èìååò áàçèñ σiσjµk, ãäå i < j. Ìû èìååì

d2σ1σ2σ3 = µ1σ2σ3 − σ1µ2σ3 + σ1σ2µ3 = σ2σ3µ1 − σ1σ3µ2 + σ1σ2µ3.

Ó íàñ ïîëó÷èëàñü ñóììà òðåõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ E2,2
2 , îíà íå ðàâíà 0 è íå

ïðåäñòàâèìà â âèäå l · u, ãäå u - äðóãîé ýëåìåíò ãðóïïû, à l > 2.

Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå b). Â ãðóïïå E2,1
2 ýëåìåíòû σiµk îáðàçóþò áàçèñ.

Ïðèìåíèì äè��åðåíöèàë d2 ê ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó ãðóïïû Ìû èìååì

d2µj = 0.

d2
∑

cikσiµk =
∑

cik d2σi · µk =
∑

cikµiµk.

Â îáðàçå ëåæàò ïðîèçâîëüíûå êâàäðàòè÷íûå âûðàæåíèÿ îò µ1, µ2, µ3, òî

åñòü â îáðàç ïîïàäàåò âñÿ ãðóïïà H4(B,Z). �

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ×ëåí E3 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè âûãëÿäèò êàê

0 0 0 0 Z

0 0 Z5 0 0
0 0 Z5 0 0
Z 0 0 0 0

à äàëüøå ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Òî åñòü êîãîìîëîãèè E èìåþò âèä

Z, 0, 0,Z5,Z5, 0, 0,Z

è ÷èñëî k ñêëåèâàåìûõ ïðîèçâåäåíèé ñ�åð ðàâíî 5.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü E = (S3×S4)#k
ñâÿçíàÿ ñóììà k êîïèé ïðîèçâåäåíèé

ñ�åð S3 × S4
. Ïóñòü íà E ñâîáîäíî äåéñòâóåò òðåõìåðíûé òîð T 3

. Òîãäà

k = 5.
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