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1. Ââåäåíèå.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïèñàíèå ÿâíîãî âèäà ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèé
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì âîïðîñîì. Îïðåäåëåíèå, çàäàþùåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà, ñêðûâàåò çà ñî-
áîé ñëîæíî óñòðîåííûé îáúåêò. Íàõîæäåíèå ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà ìîìåíò-
óãîë-êîìïëåêñà è êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåî- /äèôôåî-
ìîðôèçìà òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé òåõíèêè.

Ìîòèâèðîâêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì �
îïðåäåëèòü ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ äëÿ ìíîãîãðàííèêà ñ ïðîñòîé êîìáèíàòîð-
íîé ñòðóêòóðîé, çàòåì ñîâåðøèòü íåêîòîðûå îïåðàöèè, òàêèå êàê ñðåçêà âåð-
øèí, ðåáåð, èëè ãðàíåé, è ïðîñëåäèòü çà ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ýòèõ
îïåðàöèÿõ.

Â ðàáîòå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëåíèÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ äëÿ ìíî-
ãîãðàííèêîâ ñ ïðîñòåéøåé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé, îïèñàíèå ÿâíîé ïåðå-
ñòðîéêè ìíîãîîáðàçèé ïðè ñðåçêå âåðøèíû ó ìíîãîãðàííèêà äëÿ âåùåñòâåííûõ
ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ RK, îïèñàíèå ïåðåñòðîéêè äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñ-
íûõ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ ZK, è ñâÿçü ýòèõ îïåðàöèé ñî ñâÿçíûìè ñóììàìè
ïðîèçâåäåíèé ñôåð.

1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m]. Òîãäà êîì-
ïëåêñíîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZK � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â åäèíè÷íîì
ïîëèäèñêå

Dm = {(z1, ..., zm) ∈ Cm : |zi|2 6 1, i = 1, ...,m},

îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ZK =
⋃
I∈K

(
∏
i∈I

D2 ×
∏
i/∈I

S1)

Íàðÿäó ñ ýòèì, ZK âõîäèò â ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, ãäå cc(K)
� ïîäêîìïëåêñ êóáà Im, ñîîòâåòñòâóþùèé K (ñì. BP, 4.1).

ZK −−−−→ Dm

ρ

y µ

y
cc(K) −−−−→ Im

µ : (z1, ..., zm) 7→ (|z1|, ..., |zm|)

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé ìíîãîðàííèê P â ïðîñòðàíñòâå Rn. A
� ìàòðèöà, ïî ñòðîêàì êîòîðîé çàïèñàíû ai � íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ãèïåð-
ãðàíåé, b � âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

P = P (A, b) = x ∈ Rn : 〈aix+ bi > 0〉, i = 1, ...,m

Ìàòðèöà Γ = {γi,j}i=1,...,m−n
j=1,...,m - ìàòðèöà ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ñòðîê ìàòðè-

öû A. Òîãäà êîìïëåêñíîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ZA,b � ýòî ìíîãîîáðàçèå,
çàäàâàåìîå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ýðìèòîâûõ êâàäðèê â Cm:

ZA,b = {z ∈ Cm :
m∑
k=1

γi,k|zk|2 =
m∑
k=1

γi,kbk}
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Òàêèì îáðàçîì, ZA,b ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, çàìûêàþùèì ñëåäóþùóþ äèà-
ãðàììó:

ZA,b −−−−→ Cm

ρ

y µ

y
P −−−−→ R>

µ : (z1, ..., zm) 7→ (|z1|, ..., |zm|)

Ïðåäëîæåíèå 1 (ñì. BP, Th. 6.2.4.). Åñëè K - ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ,

ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíèöå äâîéñòâåííîãî ê Ð ìíîãîãðàííèêà, òî ZA,b ∼= ZK.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäëîæåíèå âåðíû è äëÿ âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-
óãîë-êîìïëåêñîâ. Ïðèâåäåì êàòåãîðíîå îïðåäåëåíèå ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà äëÿ
âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RK ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â êóáå

Im = {(x1, ...xm) ∈ Rm : x2
i 6 1, i = 1, ...,m},

ãäå K ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m], îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RK =
⋃
I∈K

(
∏
i∈I

D1 ×
∏
i/∈I

S0)

Ôîðìàëüíî, â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ìû ñòðîèì âëîæåíèå ãðàíèöû äâîé-
ñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà â êóá, çàòåì ïðîèçâîäèì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî îò-
ðàæåíèé. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ïîëó÷àåì îáúåêò, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà îïåðàöèÿ ñãëàæèâàíèÿ óãëîâ ó
êóáà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñâÿçíûå ñóììû ìíîãîîáðàçèé.
1. ÏóñòüM - ìíîãîîáðàçèå, âîçìîæíî ñ êðàåì, ðàçìåðíîñòè d. Òîãäà ÷åðåçM−k

îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå M\
k⊔
1
Dd, ò.å. M , èç êîòîðîãî âûðåçàíî k íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ îòêðûòûõ äèñêîâ.
2. Ñâÿçíàÿ ñóììà ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü M,N - ìíîãîîáðàçèÿ, âîçìîæíî ñ êðà-
åì, ðàçìåðíîñòè d. Òîãäà

M#N = M−1

⋃
Sd−1

N−1.

3. Ñâÿçíàÿ ñóììà âäîëü ãðàíèöû. ÏóñòüM,N - ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, ðàçìåð-
íîñòè d. Âûðåæåì èç M è N ïîëóäèñêè Dd

−, âûõîäÿùèå íà ãðàíèöó. Òîãäà

M qN = M\Dd
−

⋃
Sd−1
−

N\Dd
−.

Äëÿ ðàáîòû â ãëàäêîé êàòåãîðèè íåîáõîäèìî ñãëàäèòü ìåñòî ñêëåéêè.

Ïðåäëîæåíèå 2 (ñì. BP, Th. 4.1.4., Th. 4.1.7.). Ïóñòü P - ïðîñòîé ìíîãîãðàí-

íèê ðàçìåðíîñòè n ñ m ãèïåðãðàíÿìè. Òîãäà ZP - ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè

m+ n,RP - ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n.



3

Ïðèìåð 1. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Pk áóäåì îáîçíà÷àòü k-óãîëüíèê.
1. Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ äëÿ òðåóãîëüíèêà.

RP3 = (D1×D1×S0)
⋃

(D1×S0×D1)
⋃

(S1×D1×D1) = ∂(D1×D1×D1) ∼= S2

2. Åñëè K = K1 ∗K2 òî RK = RK1
×RK2

è ZK = ZK1
×ZK2

, (ñì. BP, Pr. 4.1.3.),
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:

RP4
= Rpt⊔ pt ×Rpt⊔ pt = S1 × S1, ZP4

= Zpt⊔ pt ×Zpt⊔ pt = S3 × S3.

2. Âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ íà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.
1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè d èìååò âèä ñâÿçíîé ñóì-
ìû ïðîèçâåäåíèé ñôåð, åñëè

M ∼= #p
j=1(Si1 × ...× Sis), (ir = ir(j), s = s(j)), ïðè÷åì i1 + ...+ is = d.

2. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê P , ðàçìåðíîñòè n. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷-
íî ìàëåíüêóþ ñôåðó Sn−1

ε ñ öåíòðîì â âåðøèíå V . Îíà âûñåêàåò íà n ðåáðàõ,
ñìåæíûõ ñ V , n òî÷åê. Ïðîâåäåì ãèïåðãðàíü h, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè òî÷êè.
Äîáàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî (ò.÷. V ëåæèò â îòðèöàòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îò-

íîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè) ê ñèñòåìå, îáîçíà÷èì P̃ � ìíîãîãðàííèê, çàäàâàå-
ìûé äîïîëíåííîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ. Îïåðàöèþ ïåðåõîäà îò ìíîãîãðàííèêà

P ê ìíîãîãðàííèêó P̃ íàçîâåì îïåðàöèåé ñðåçêè âåðøèíû V .

ßñíî, ÷òî P = P̃
⋃

∆n−1

∆n.

3. Íàïîìíèì, ÷òî ó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

ZA,b −−−−→ Cm

ρ

y µ

y
P −−−−→ R>

µ : (z1, ..., zm) 7→ (|z1|, ..., |zm|)
Åñëè RP � ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå P , òî ÷åðåç R̃P îáî-
çíà÷èì RP \ρ−1(∆n), ãäå ρ−1(∆n) - ïðîîáðàç ñðåçàííãî ñèìïëåêñà.

Ëåììà 1. RP̃ = ∂(R̃P ×D1)

IÈç îïðåäåëåíèÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñà ñëåäóåò, ÷òî íà ãðàíü ðàçìåðíîñòè
n−r ýôôåêòèâíî äåéñòâóåò òîð ðàçìåðíñòèm−r. Â ÷àñòíîñòè, íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ãèïåðãðàíü Fi íåòðèâèàëüíî äåéñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü:

S0
1 × ...× Ŝ0

i × ...× S
0
m.

Áîëåå ïîäðîáíî ýòà êîíñòðóêöèÿ îïèñàíà â [BP. 4.1].
Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîáàâëåíèè íîâîé ãèïåðãðàíè, íà âñå ïðîñòðàíñòâî, êðîìå
ïðîáðàçà h, áóäåò ýôôåêòèâíî äåéñòâîâàòü íîâàÿ S0, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò h.
Òàêèì îáðàçîì ïðîèçîéäåò ñêëåéêà äâóõ êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ ïî ρ−1(∂∆n−1),

÷òî è îïèñûâàåò ôîðìóëà ∂(R̃P ×D1). �

Ëåììà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P èìååì: ρ−1(∆n) =
Dn × (S0)m−n.
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I Âåðøèíà V èìååò ïðîîáðàç, ðàâíûé (S0)m−n � 2m−n òî÷åê, ïî ñîîáðàæå-
íèþ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.
Ïîñêîëüêó ìû âçÿëè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ñèìïëåêñ, òî åãî ïðîîáðàç áóäåò â
òî÷íîñòè Dn ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì. Èòîãî � êàæäîé òî÷êå ïðîîáðàçà V
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü øàð Dn.
�

Ëåììà 3. Äëÿ çàìêíóòîãî, êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M : dim(M) = n èìå-

åì: ∂(M−k ×D1) = M#M#(k − 1)(S1 × Sn−1)

I Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà

∂(M−k ×D1) = M−k ∪M−k ∪ k(D1 × Sn−1).

Âûäåëèì îäíó èç k òðóáîê D1 × Sn−1 . Òîãäà ïðî îñòàëüíûå ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ãðàíèöà ýòîé òðóáêè, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñôåð Sn−1, ëåæèò â íåêîòîðîì
âûäåëåííîì äèñêå âM#M . Êàæäûé òàêîé îáúåêò (òðóáêà, ïðèêëååííàÿ ê äèñ-
êó) äèôôåîìîðôåí (S1 × Sn−1)−1, èç ÷åãî ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó. �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n ñ m ãèïåðãðà-

íÿìè. Òîãäà ïîñëå ñðåçêè âåðøèíû èìååì:

RP̃ = RP#RP#(2m−n − 1)(S1 × Sn−1)

I Ïî ëåììàì 1 � 3, èìååì

RP̃ = ∂(R̃P ×D1) = ∂(RP−2m−n ×D1) = RP#RP#(2m−n − 1)(S1 × Sn−1),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîãðàííèêà âåùåñòâåííûé ìîìåíò-

óãîë-êîìïëåêñ èìåë âèä ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð, òî äëÿ ëþáîãî

÷èñëà ïðèìåíåííûõ ê íåìó îïåðàöèé ñðåçîê âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåå âåùå-

ñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå òàêæå áóäåò èìåòü âèä ñâÿçíîé ñóììû

ïðîèçâåäåíèé ñôåð.

Êðîìå òîãî, íå óâåëè÷èòñÿ ÷èñëî ñôåð â íàèáîëüøåì ïî ìîùíîñòè ñâÿçíîì

ñëàãàåìîì.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ èìååì:

RPn
= #(1 + 2n−3(n− 4))(S1 × S1).

I Èç òåîðåìû 1 èìååì: RPn+1
= RPn

#RPn
#(2n−2 − 1)(S1 × S1).

Îòñþäà èìååì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó íà ÷èñëî ïðîèçâåäåíèé ñôåð â ñâÿçíîé
ñóììå: Kn+1 = 2Kn + 2n−2 − 1,K4 = 1; Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ôîðìóëà èç ôîðìóëèðîâêè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ äàííîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

3. Êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå àíàëî-
ãè÷íû ââåäåíûì ðàíåå.
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Ëåììà 4. ZP̃ = ∂(Z̃P ×D2)

I Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1, ïðè ýòîì ïîâûøà-
åòñÿ ðàçìåðíîñòü ó äèñêà è ñôåðû. �

Ëåììà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P èìååì: ρ−1(∆n) =
D2n × (S1)m−n.

I Âåðøèíà èìååò ïðîîáðàç ðàâíûé (S1)m−n, èç îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ òîðà.
Ïîñêîëüêó ìû âçÿëè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ñèìïëåêñ, òî åãî ïðîîáðàç ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëèäèñêîì D2n. �

Ëåììà 6. Åñëè M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, N - ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, òî

∂((M#N)×D2) ∼= ∂(M−1 ×D2)#∂(N ×D2);

I Äîêàæåì, ÷òî â óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà M è N èìååò ìåñòî äèôôåî-
ìîðôèçì

M#N ∼= M−1 qN.

Ðàññìîòðèì Sn−1 × D1 � òðóáêó, ðåàëèçóþùóþ ñâÿçíóþ ñóììó. Ðàññìîòðèì
Sn−1 × {1/2}. Ñäåëàåì ðàçðåç îò ∂(N) äî ýòîé ñôåðû, è ñãëàäèì ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå. Äàëåå, ðàçðåçàíèå ïî îñòàâøåìóñÿ êóñêó óêàçàííîé ðàíåå ñôåðû äàñò
íàì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Êðîìå òîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðàíèöåé:

(M qN)×Dk) = (M ×Dk)q (N ×Dk)

Îòcþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

∂((M#N)×D2) = ∂((M−1 qN)×D2) =

= ∂((M−1 ×D2)q (N ×D2)) = ∂(M−1 ×D2)#∂(N ×D2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ëåììà 7 (ñì. GdM, Th. A2.3.). Ïóñòü èìååòñÿ âëîæåíèå (S1)k â Sn, ãäå
2k < n. Ïîëîæèì

A = (Sn\(S1)k ×Dn−k).

Òîãäà

A×D1 ∼=
k∐
j=1

(
k
j

)
(Sn−j−1 ×Dj+2),

∂(A×D2) ∼= #k
j=1

(
k
j

)
(Sn−j−1 × Sj+2).

Òåîðåìà 2 (GdM). Ïóñòü P - ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n ñ m
ãèïåðãðàíÿìè. Òîãäà, ïðè óñëîâèè n < 3m, ïîñëå ñðåçêè âåðøèíû èìååì:

ZP̃ = ∂((ZP )−1 ×D2)#m−n
j=1

(
m−n
j

)
(Sm+n−j−1 × Sj+2)).

I Ïîìåñòèì îáðàç óòîëùåííîãî òîðà,

ρ−1(∆n) = D2n × (S1)m−n,
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îïèñàííîãî â ëåììå 5, â äèñê Dm+n � ìîæíî ñäåëàòü, â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè
ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿ. [BP, Pr. 4.3.5.]
Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ñâÿçíóþ ñóììó:

Z̃P = ZP#A,

ãäå A - îïèñàíî â ëåììå 6.
Äàëåå, ïî ëåììàì 4, 5, 7 èìååì ñëóäóþùèå ðàâåíñòâà:

ZP̃ = ∂((ZP#A)×D2) = ∂(ZP−1 ×D2)#∂(A×D2) =

= ∂(ZP−1 ×D2)#m−n
j=1

(
m− n
j

)
(Sm+n−j−1 × Sj+2),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Ëåììà 8 (Fico's lemma. ñì. GdM, Le.1). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äèôôåî-

ìîðôèçìû.

1. Åñëè M è N ñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî

∂((M#N)−1 ×D2) ∼= ∂(M−1 ×D2)#∂(N−1 ×D2).

2. Sp, Sq � ñôåðû ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, òîãäà:

∂((Sp × Sq)−1 ×D2) ∼= (Sp+1 × Sq)#(Sp × Sq+1).

Ïðèìåð 2. Ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ïÿòèóãîëüíèêà.
Ïî òåîðåìå 2 è ëåììå 2.5 èìååì ÿâíûé âèä äëÿ ZP5

:

ZP5
= ∂((S3 × S3)−1 ×D2)#2(S4 × S3)#1(S3 × S4) = #5(S3 × S4).

Ïðèìåð 3. Ïîñêîëüêó 5 < 3×2 = 6, òî òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò ïîñ÷èòàòü ìîìåíò-
óãîë-êîìïëåêñ äëÿ øåñòèóãîëüíèêà.

ZP6 = ∂((5(S3 × S4)−1)×D2)#3(S5 × S3)#3(S4 × S4)#1(S3 × S5) =

= 5((S3 × S5)#(S4 × S4))#3(S5 × S3)#3(S4 × S4)#1(S3 × S5) =

= 9(S3 × S5)#8(S4 × S4).

4. Î êîãîìîëîãèÿõ.

Áóäåì ðàáîòàòü ñ ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèÿìè, èìåþùèìè âèä ñâÿçíîé ñóì-
ìû ïðîèçâåäåíèé ñôåð. Îòâåòèì íà ñëåäóþùèé âîïðîñ � êîãäà ñðåçêà âåðøèíû
íå âûâîäèò íàñ çà ïðåäåëû ýòîãî êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü M -ÿäðîì ìíîãîîáðàçèå âèäà ∂(M−1 ×D2),
ãäå M � ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü P - ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n ñ m ãèïåðãðà-

íÿìè. Òîãäà, ïðè óñëîâèè n < 3m, åñëè ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ ZP èìåë âèä

ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð, òî ZP̃ � èìååò âèä ñâÿçíîé ñóììû ïðî-

èçâåäåíèÿ ñôåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè÷åñòâî ñôåð-ìíîæèòåëåé â

êàæäîì ñâÿçíîì ñëàãàåìîì ZP íå ïðåâîñõîäèò äâóõ.



7

I Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå èìååò òðåáóåìûé âèä,
òîãäà ïî ëåììå 8 íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ ñâÿçíûõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ íèõ
âñå âåðíî ïî ëåììå Ôèêî, åñëè ýòî ñâÿçíîå ñëàãàåìîå, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ñôåð,
è î÷åâèäíîìó òîæäåñòâó M#Sn ∼= M äëÿ îäíîé ñôåðû.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ èìåë âèä ñâÿçíîé ñóììû ïðî-
èçâåäåíèÿ ñôåð, â êîòîðîå âõîäèò ñëàãàåìîå, â êîòîðîì ìíîæèòåëåé áîëüøå
äâóõ. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî íîâîå ïîñëå ñðåçêè âåðøèíû ìîìåíò-óãîë-
ìíîãîîáðàçèå íå èìååò òðåáóåìûé âèä.
Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà øàãè.
Øàã 1. Ñíà÷àëå ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ îäíîãî ñëàãàå-
ìîãî, èìåþùåãî âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð.
Ïî òåîðåìå 2:

ZP̃ = ∂((ZP )−1 ×D2)#m−n
j=1

(
m− n
j

)
(Sm+n−j−1 × Sj+2)).

Äîáàâêà ê ñâÿçíîé ñóììå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïðîèçâåäåíèé ñôåð íå âû-
âîäèò íàñ çà ïðåäåëû êëàññà. Êðîìå òîãî ïîÿâëÿåòñÿ ZP -ÿäðî, êàê ñâÿçíîå
ñëàãàåìîå.
Ïî ëåììå 8:

∂((M#N)−1 ×D2) ∼= ∂(M−1 ×D2)#∂(N−1 ×D2),

ïî ïðåäïîëîæåíèþ ZP � èìåëî âèä ñâÿçíîé ñóììû, çíà÷è, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåïðåäñòàâèìîñòè ðàçëîæåíèÿ â ñâÿçíóþ ñóììó ñôåð äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåïðåäñòàâèìîñòü äëÿ îäíîãî ñâÿçíîãî ñëàãàåìîãî.
Ðàññìîòðèì Sp1 × ...× Spk -ÿäðî. Äîêàæåì ÷òî îíî íåïðåäñòàâèìî â âèäå ñâÿç-
íîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð. Òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè ïðîòèâíîå, k > 3.
Çäåñü è äàëåå p1 + ...+ pk = n.
Øàã 2. Îïèñàíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé Sp1 × ...× Spk -ÿäðà.
Ðàññìîòðèì

∂((Sp1 × ...× Spk)−1 ×D2) ∼= (Sp1 × ...× Spk)−1 × S1
⋃
Sp1+...+pk−1 ×D2.

Êîëüöî êîãîìîëîãèé áóäåò èìåòü ïî îäíîé îáðàçóþùåé, ïîðîæäåííîé êëåòêîé,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâåäåíèþ âèäà

{Spi1 × ...× Spis , pi1 ≤ ... ≤ pis}, ïðè ir ∈ {1, p1, ..., pk},
çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ.
Íå áóäåò êëàññà, ïîðîæäåííîãî S1, ïîñêîëüêó â âðîèçâåäåíèå (Sp1×...×Spk)−1×
S1 âêëåèâàåòñÿ Sp1+...+pk−1 × D2. Òàêæå áóäåò îòñóòñòâîâàòü ïîðîæäàþùàÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâåäåíèþ

Sp1 × ...× Spk ,
ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

(Sp1 × ...× Spk)−1 = skn(Sp1 × ...× Spk)−1 ' skn−1(Sp1 × ...× Spk).

Çíà÷èò, èç îòñóòñòâèÿ êëåòîê ðàçìåðíîñòè n è ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-
ñòè êîãîìîëîãèé ñëåäóåò èõ òðèâèàëüíîñòü â ðàçìåðíîñòè n.
Óìíîæåíèå óñòðîåíî êàê óìíîæåíèå â êëåòêàõ, òî åñòü äâà ýëåìåíòà èìåþò
íåòðèâèàëüíîå ïðîèçâåäåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ñôåð, ïî-
ðîäèâøåå ñîîòâåòñòâóþùèå èì êëåòêè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Øàã 3. Êîëüöî êîãîìîëîãèé ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð.
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Äëÿ ñâÿçíîé ñóììû M#N , ãäå M,N - ñâÿçíûå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñôåð, âû-
ïîëíåíî:

Hi(M#N) = Hi(M)⊕Hi(N), i ∈ {1, ..., n− 1},
Hi(M#N) = Z, i ∈ {0, n}.

Ýòî ñëåäóåò èç êîãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âèåòîðèñà

... −→ Hi(M#N) −→ Hi(M−1)⊕Hi(N−1) −→ Hi(Sn−1) −→ Hi−1(M#N) −→ ...

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð:

Hi(Sp1 × ...× Spk) ∼= Z#{pi1≤...≤pis :pi1+...+pis=i}

� èç èçîìîðôèçìà â êîãîìîëîãèÿõ äëÿ ×-óìíîæåíèÿ (ñì Ï-2, Òåîð. 6.9.).
Íåòðèâèàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî èç îáðàçóþùèõ, ñôåðû êî-
òîðûõ êîòîðûõ ëåæàò â îäíîì ñâÿçíîì ñëàãàåìîì.
Øàã 4. Ïîïûòàåìÿ ïîäîáðàòü ñâÿçíóþ ñóììó ñôåð ñ íåîáõîäèìûì êîëüöîì
êîãîìîëîãèé.
Äîïóñòèì ÷òî (Sp1 × ... × Spk)-ÿäðî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñâÿçíóþ ñóììó íåîáõî-
äèìîãî âèäà.
Ðàññìîòðèì èäåàë I â êîëüöå êîãîìîëîãèé ÿäðà, îáðàçîâàííûé âñåìè íåôàêòî-
ðèçóåìûìè ïîðîæäàþùèìè. Ýòè îáðàçóþùèå � {ep1 , ..., epk , sep1 , ..., sepk}. Àíà-
ëîãè÷íî îïðåäåëèì èäåàë J � äëÿ ñâÿçíîé ñóììû ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð, êîòîðàÿ,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì Sp1× ...×Spk -ÿäðà. Çàìåòèì ÷òî äëÿ
íàøåãî ÿäðà

Ik+1/Ik = 0, Ik/Ik−1 6= 0

Èç óñòðîéñòâà êîëåö êîãîìîëîãèé âèäíî, ÷òî äëÿ íàëè÷èÿ èçîìîðôèçìà íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû â ñâÿçíîé ñóììå ïðèñóòñòâîâàëî ñëàãàåìîå, â êîòîðîì åñòü ïðî-
èçâåäåíèå ðîâíî k ñôåð. Ïîñêîëüêó, åñëè ó ìàêñèìàëüíîãî ïî ÷èñëó ñôåð ñëà-
ãàåìîãî èõ ìåíüøå, ÷åì k, òî J k/J k−1 = 0. Åñëè áîëüøå, òî J k+1/J k 6= 0.
Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ìû äîëæíû âçÿòü â êà÷åñòâå ñôåð-ìíîæèòåëåé
ýòîãî ñëàãàåìîãî ñôåðû, êîòîðûå áóäóò ñîîòâåñòñòâîâàòü ñëåäóþùåìó íàáîðó
îáðàçóþùèõ â I:

{ep1 , ..., ˆepj , ..., epk , sepj}
Çíà÷èò âñå îñòàëüíûå îáðàçóþùèå èìåþò ñôåð - ïðåäñòàâèòåëåé â äðóãèõ ñâÿç-
íûõ ñëàãàåìûõ. Ïîñêîëüêó ñôåð â ÿäðå áîëüøå äâóõ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî áó-
äóò ñóùåñòâîâàòü îáðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñâÿçíûõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèå íåòðè-
âèàëüíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Çàìå÷àíèå 1. Ê ñîæàëåíèþ, íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà, êîãäà êîìïëåêñ-

íîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé ïðî-

èçâåäåíèé ñôåð, áîëåå ÷åì ñ îäíèì ñëàãàåìûì, ÿâëÿþùèìñÿ ïðîèçâåäåíèåì

õîòÿ áû òðåõ ñôåð.

Ïðèìåðàìè ìíîãîãðàííèêîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû èìåþò âèä

ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ñôåð, ÿâëÿþòñÿ êóáû ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåð-

íîñòè.
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