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ÊÓÐÑÎÂÀß ÐÀÁÎÒÀ. 3 ÊÓÐÑ.

ÀÂÒÎÐ: ß.À.ÂÅÐ�ÂÊÈÍ.

1. Ïðîñòåéøèå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1. K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] =
{1, 2, 3, . . . ,m}, åñëè K � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ I ⊂ [m], çàìêíóòàÿ îò-
íîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ, òî åñòü åñëè I ∈ K, òî ∀L ⊂ I => L ∈ K.
I íàçûâàþò ñèìïëåêñîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. ∆i � ãåîìåòðè÷åñêèé i-ìåðíûé ñèìïëåêñ, òî åñòü âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà i+ 1 òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè i-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Ýòè òî÷êè íàçûâàþò âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. K � ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, åñëè K -
íàáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèìïëåêñîâ ∆i ⊂ RN ñî ñâîéñòâàìè:
1) Ãðàíü ëþáîãî ñèìïëåêñà èç K ëåæèò â K.
2) Ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ èç K ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ.

Òåîðåìà 1.4. Êàæäîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K íà ìíîæåñòâå [m]
ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé ñèìïëåêñ â (m−1)-ìåðíîì
Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàìå÷àíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K áóäåì îáîçíà÷àòü |K|.

Äîêàçàòåëüñòâî. |K| - ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.
∀I ∈ K ñîïîñòàâèì I → ∆I = conv〈ei ∈ Rm−1 : i ∈ I〉, ãäå ei =
{0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0} (1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå).
Ïîëîæèì |K| =

⋃
I∈K

∆I . Ýòî è áóäåò íóæíîå íàì ñîîòâåòñòâèå. �

Îïðåäåëåíèå 1.5. n-ìåðíûì êóáîì â Rn íàçîâåì In, ãäå I = [0; 1].

Îïðåäåëåíèå 1.6. k-ìåðíûì îñòîâîì n-ìåðíîãî êóáà íàçîâåì SkkI
n =⋃

Lk∈In : dim(Lk)=k

Lk.

2. Çàäà÷è è èõ ðåøåíèå

Çàäà÷à 1. Íàéòè ãîìîòîïè÷åñêèé òèï SkkI
n.

Çàìå÷àíèå. Ìû äîêàæåì, ÷òî SkkI
n ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó íåêî-

òîðîãî êîëè÷åñòâà Sk.

Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî. Äëÿ íà÷àëà íàéäåì ãîìîòîïè÷å-
ñêèé òèï Sk1I

3. Ïîíÿòíî, ÷òî I3 ýòî îáû÷íûé êóá â 3-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
À åãî 1-ìåðíûé îñòîâ � ¾êàðêàñ¿ èç ðåáåð. Áóäåì ïðîèçâîäèòü ñòÿãèâàíèÿ,
êàê íà êàðòèíêå:

Ñòÿãèâàÿ íà ïîñëåäíåé êàðòèíêå îäíó èç âåðòèêàëüíûõ ëèíèé, ïîëó÷èì áó-

êåò èç ïÿòè îêðóæíîñòåé. Òî åñòü ãîìîòîïè÷åñêèé òèï Sk1I
3 åñòü S1∨

(5)

(ïè-

øåòñÿ Sk1I
3 ' S1∨

(5)

).
Òåïåðü íàéäåì Sk1I

n, ïðîâîäÿ èíäóêöèþ ïî n.
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Ðèñ. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ãîìîòîïèÿ êàðêàñà êóáà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç an êîëè÷åñòâî S1 â áóêåòå, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó
Sk1I

n.

Îïðåäåëåíèå 2.1. f-âåêòîðîì ìíîãîãðàííèêà Q â Rn íàçûâàåòñÿ âåêòîð
F (Q) = (f0, f1, . . . , fn−1, fn) (F (Q) ∈ Zn+1), ãäå fi = fi(Q) åñòü êîëè÷åñòâî
i-ìåðíûõ ãðàíåé â Q.

Çàìå÷àíèå. fn(Q) = 1 ∀ n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà Q, òàê ÷òî ÷àñòî ýòó êîìïî-
íåíòó âåêòîðà ïðîñòî íå ïèøóò.

Î÷åâèäíî, ÷òî f0(In) = 2n, òàê êàê ïðè äîìíîæåíèè íà I êîëè÷åñòâî âåð-
øèí óäâàèâàåòñÿ, à I èìååò äâå âåðøèíû. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò In−1

ê In. Ïðè ïåðåõîäå ïðîèñõîäèò äîìíîæåíèå In−1 íà I. Ïðåäñòàâèì ýòî êàê äâà
Sk1I

n−1, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Òî åñòü ïî-
ñëå ñòÿãèâàíèÿ êàæäîãî Sk1I

n−1 â îòäåëüíîñòè ìû ïîëó÷èì äâà áóêåòà ñôåð,
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ Sk1I

n−1 è ñîåäèíåííûõ f0(In−1) ðåáðàìè:

Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå In−1 → In. Ñëó÷àé ãðàíåé ðàçìåðíîñòè 1.

Äàëåå ñòÿãèâàåì îäíî èç ðåáåð è ïîëó÷àåì áóêåò, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûé Sk1I

n. Èç ðàññóæäåíèé âûøå âûïèñûâàåì ôîðìóëó:

an = 2 · an−1 + f0(In−1)− 1

Ïîäñòàâèì èçâåñòíîå íàì çíà÷åíèå f0(In−1):

an = 2 · an−1 + 2n−1 − 1

Ìû çíàåì a3 (= 5), ïîýòîìó, ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâ-
ëÿåì an−1, an−2, . . . , a4), ïîëó÷èì:

an = 2n−1 · (n− 2) + 1

Òî åñòü Sk1I
n '= S1∨

(2n−1·(n−2)+1)

Òåïåðü âû÷èñëèì SkkI
n. Èç êíèãè [ÁÏÒÄÒÊ] fk(In) = Ck

n · 2n−k.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê óñòðîåí øàã èíäóêöèè, íàäî ïîñ÷èòàòü äëÿ Sk2I

4,
ðàññìîòðåâ äèàãðàììó Øëåãåëÿ I4 â R3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç akn êîëè÷åñòâî Sk

â áóêåòå, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó SkkI
n. Ïîñ÷èòàåì äëÿ n = 4, k = 2.

Ðàññìîòðèì ñõåìó:
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Ðèñ. 3. Ñõåìà I4 â R3.

Ïîëó÷èëîñü äâà I3, ñîåäèíåííûõ ïî ãðàíÿì òàê, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ I4. Íà êàæ-
äîé l-ìåðíîé ãðàíè âíóòðåííåãî êóáà íàõîäèòñÿ (l + 1)-ìåðíàÿ ãðàíü. Ñòÿíåì
êàæäó òàêóþ ãðàíü äëÿ l = 1. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ âíóòðåííèé êóá, à êàæäàÿ
2-ìåðíàÿ ãðàíü âíåøíåãî êóáà, ïîñëå ñòÿãèâàíèÿ 2-ìåðíîé ãðàíè, íà êîòîðóþ
îíà îïèðàåòñÿ, ñòàíåò ñôåðîé S2. Ãðàíèöà âíóòðåííåãî êóáà - òîæå îäíà S2.

Âñå îñòàëüíîå ñòÿíóëîñü â òî÷êó. Ïîëó÷àåòñÿ Sk2I
4 ' S2∨

7

. Òåïåðü âû÷èñëèì
â îáùåì ñëó÷àå (SkkI

n). Ðàññìîòðèì òàêóþ æå ñõåìó. Òåïåðü ñòÿãèâàåì ñîåäè-
íÿþùèå ãðàíè äëÿ l = k − 1. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

SkkI
n ' Sk∨

ak
n−1+fk(In−1)

Èëè:

akn = akn−1 + fk(In−1)

Çäåñü âåñü âíåøíèé êóá ïî ÷àñòÿì óõîäèò íà Sk (îòñþäà ïîëó÷àåì ñëàãàåìîå
fk(In−1), à âíóòðåííèé ðåòðàãèðóåì íåçàâèñèìî îò âíåøíåãî. Îòñþäà ñëàãàå-
ìîå akn−1.

Ìû çíàåì akk+1 = 1, ïîýòîìó, ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíî ïîä-

ñòàâëÿåì akn−1, a
k
n−2, . . . , a

k
k+1), ïîëó÷èì:

akn =

n−k∑
i=1

(
n− i
k

)
· 2n−i−k

Èëè, îêîí÷àòåëüíî:

SkkI
n ' Sk∨

n−k∑
i=1

(n−i
k )·2n−i−k

Ïðîáëåìà 2.2. Íàéòè áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ ðàçëè÷íûõ 3-
ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ïîñ÷èòàåì áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ ðàçëè÷íûõ 3-ìåðíûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû Macaulay 2 [Macaulay2].
Â òàáëè÷êàõ íèæå, êîòîðûå ñîñòîÿò èç n ñòðîê è m ñòîëáöîâ, ÷èñëî, ñòîÿùåå íà
ïåðåñå÷åíèè k-îé ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà ðàâíî β−l,2(l+k). Îñòàëüíûå áèãðàäóèðî-
âàííûå ÷èñëà Áåòòè ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì β0,0 = β−(n+1),2(n+m+2) = 1
[ [ÁÏÒÄÊ], ñòð. 272. ]
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Äëÿ ïðîâåðêè ïîñ÷èòàåì ó 3-ìåðíîãî àññîöèýäðà. Ýòîò ðåçóëüòàò åñòü â ðà-
áîòå [ÄÐÂË], ñì. Òàáë. 1.

Òàáëèöà 1. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè 3-ìåðíîãî àññîöèýäðà.

15 35 24 3 0
0 3 24 35 15

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè äëÿ 3-ìåðíîãî àññî-
öèýäðà ñîâïàë ñ ðåçóëüòàòîì èç ðàáîòû [ÄÐÂË].

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ó ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç òåòðàýäðà ñðåç-
êîé âñåõ âåðøèí, ñì. Òàáë. 2.

Òàáëèöà 2. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè.

10 20 15 4
4 15 20 10

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè îïÿòü æå, ñîâïàë ñ
ðåçóëüòàòîì èç ðàáîòû [ÄÐÂË].

Ïîñ÷èòàåì áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ 3-ìåðíîãî öèêëîýäðà,ñì. Òàáë. 3.

Òàáëèöà 3. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè 3-ìåðíîãî öèêëîýäðà.

36 160 319 332 180 44 4 0
0 4 44 180 332 319 160 36

Ïîñ÷èòàåì áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè äëÿ 3-ìåðíîãî ñòåëëàýäðà,
ñì. Òàáë. 4.

Òàáëèöà 4. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè 3-ìåðíîãî ñòåëëàýäðà.

21 64 73 30 3 0
0 3 30 73 64 21

Ïîñ÷èòàåì ó ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç òåòðàýäðà ñðåçêîé âñåõ
âåðøèí è âñåõ ðåáåð (3-ìåðíûé ïåðìóòàýäð), ñì. Òàáë. 5.
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Òàáëèöà 5. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè îáîáùåííîãî 3-
ìåðíîãî ïåðìóòàýäðà.

55 320 897 1462 1437 836 282 54 6 0
0 6 54 282 836 1437 1462 897 320 55
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