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ÀÂÒÎÐ: ß.À.ÂÅÐ�ÂÊÈÍ.

1. Ïðîñòåéøèå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1. K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] =
{1, 2, 3, . . . ,m}, åñëè K � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ I ⊂ [m], çàìêíóòàÿ îò-
íîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ, òî åñòü åñëè I ∈ K, òî ∀L ⊂ I => L ∈ K.
I íàçûâàþò ñèìïëåêñîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. ∆i � ãåîìåòðè÷åñêèé i-ìåðíûé ñèìïëåêñ, òî åñòü âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà i+ 1 òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè i-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Ýòè òî÷êè íàçûâàþò âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. K � ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, åñëè K -
íàáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèìïëåêñîâ ∆i ⊂ RN ñî ñâîéñòâàìè:
1) Ãðàíü ëþáîãî ñèìïëåêñà èç K ëåæèò â K.
2) Ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ èç K ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Åäèíè÷íûì êîìïëåêñíûì ïîëèäèñêîì íàçûâàåòñÿ ñëåäó-
þùåå ìíîæåñòâî:

(D2)m =
{

(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi|2 6 1, i = 1, . . . ,m
}
.

Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, . . . ,m}.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Bσ =
{

(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zi|2 = 1, åñëè i /∈ σ
}

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæå-
ñòâî:

ZK =
⋃
σ∈K

Bσ ⊂ (D2)m,

ãäå îáúåäèíåíèå áåð¼òñÿ â åäèíè÷íîì êîìïëåêñíîì ïîëèäèñêå (D2)m.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïåòë¼é â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå ψ : I → X òàêîå, ÷òî ψ(0) = ψ(1).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïðîñòðàíñòâîì Äýâèñà-ßíóøêèåâè÷à íàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå ìíîæåñòâî:

DJ (K) =
⋃
σ∈K

BTσ ⊂ BTn,

ãäå BTn = (CP∞)n, BTσ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ BTn : xi = ∗, , åñëè i /∈ σ
}
.
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2. Ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà ïåòåëü ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà

ïÿòèóãîëüíèêà

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðà-
íèöåé m-óãîëüíèêà, âûïîëíÿåòñÿ:

H∗(ΩDJ (K); k) ∼= T < u1, . . . , um > /(u2i = 0, uiuj + ujui = 0, , åñëè {i, j} ∈ K).

Ïóñòü K - ãðàíèöà ïÿòèóãîëüíèêà. Âûïèøåì îáðàçóþùèå àëãåáðû Ïîíòðÿãèíà
H∗(ΩZK), ãäå ΩZK - ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà ZK.

a1 = [u3, u1], a2 = [u4, u1], a3 = [u4, u2], a4 = [u5, u2], a5 = [u5, u3],

b1 = [u4, [u5, u2]], b2 = [u3, [u5, u2]], b3 = [u1, [u5, u3]], b4 = [u3, [u4, u1]], b5 = [u2, [u4, u1]],

ãäå deg ui = 1, deg ai = 2, deg bi = 3.
Çäåñü [a, b] = ab− (−1)deg a∗deg bba.
Íàéä¼ì çíàêè ïðè êîììóòàòîðàõ â ñîîòíîøåíèè:

5∑
i=1

±[ai, bi] = 0.

Äëÿ ýòîãî ðàñïèøåì âñå êîììóòàòîðû ïî ïðàâèëó âûøå. Ïîëó÷èì:

[a1, b1] = −u1u3u2u5u4 + u1u3u4u2u5 + u1u3u4u5u2 − u1u3u5u2u4−
u3u1u2u5u4 + u3u1u4u2u5 + u3u1u4u5u2 − u3u1u5u2u4+

u2u5u4u1u3 − u4u2u5u1u3 − u4u5u2u1u3 + u5u2u4u1u3+

u2u5u4u3u1 − u4u2u5u3u1 − u4u5u2u3u1 + u5u2u4u3u1,

[a2, b2] = −u1u4u2u5u3 + u1u4u3u2u5 + u1u4u3u5u2 − u1u4u5u2u3−
u4u1u2u5u3 + u4u1u3u2u5 + u4u1u3u5u2 − u4u1u5u2u3+

u2u5u3u1u4 − u3u2u5u1u4 − u3u5u2u1u4 + u5u2u3u1u4+

u2u5u3u4u1 − u3u2u5u4u1 − u3u5u2u4u1 + u5u2u3u4u1,

[a3, b3] = u2u4u1u3u5 + u2u4u1u5u3 − u2u4u3u5u1 − u2u4u5u3u1+

u4u2u1u3u5 + u4u2u1u5u3 − u4u2u3u5u1 − u4u2u5u3u1−
u1u3u5u2u4 − u1u5u3u2u4 + u3u5u1u2u4 + u5u3u1u2u4−
u1u3u5u4u2 − u1u5u3u4u2 + u3u5u1u4u2 + u5u3u1u4u2,

[a4, b4] = −u2u5u1u4u3 + u2u5u3u1u4 + u2u5u3u4u1 − u2u5u4u1u3−
u5u2u1u4u3 + u5u2u3u1u4 + u5u2u3u4u1 − u5u2u4u1u3+

u1u4u3u2u5 − u3u1u4u2u5 − u3u4u1u2u5 + u4u1u3u2u5+

u1u4u3u5u2 − u3u1u4u5u2 − u3u4u1u5u2 + u4u1u3u5u2,

[a5, b5] = −u3u5u1u4u2 + u3u5u2u1u4 + u3u5u2u4u1 − u3u5u4u1u2−
u5u3u1u4u2 + u5u3u2u1u4 + u5u3u2u4u1 − u5u3u4u1u2+

u1u4u2u3u5 − u2u1u4u3u5 − u2u4u1u3u5 + u4u1u2u3u5+

u1u4u2u5u3 − u2u1u4u5u3 − u2u4u1u5u3 + u4u1u2u5u3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òîëüêî òå ñëàãàåìûå â êàæäîì êîììóòàòîðå, â êîòîðûõ
íåâîçìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ui è uj äëÿ ëþáûõ i è j, ò.å.ãäå ðÿäîì íå
ñòîÿò uiu(i+1)mod(5)+1. Òàê êàê â íèõ ui íå ïåðåñòàâëÿþòñÿ, òî çíàê ïîìåíÿòü
âðó÷íóþ ìû ó íèõ íå ìîæåì, à çíà÷èò, ÷òîáû îíè ñîêðàòèëèñü, ó èõ ïàðû
èç äðóãîãî êîììóòàòîðà äîëæåí áûòü ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê. Èñõîäÿ èç ýòèõ
ïðåäïîëîæåíèé, ïîëó÷àåì:
1) Ó [a1, b1] è [a3, b3] çíàêè ðàçëè÷íû (íàïðèìåð, èç ñëàãàåìûõ u1u3u5u2u4 èëè
u4u2u5u3u1).
2) Ó [a1, b1] è [a4, b4] çíàêè îäèíàêîâûå (íàïðèìåð, èç ñëàãàåìûõ u3u1u4u2u5
èëè u5u2u4u1u3).
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3) Ó [a2, b2] è [a5, b5] çíàêè îäèíàêîâûå (íàïðèìåð, èç ñëàãàåìûõ u1u4u2u5u3
èëè u3u5u2u4u1).
4) Ó [a2, b2] è [a4, b4] çíàêè ðàçëè÷íû (íàïðèìåð, èç ñëàãàåìûõ u4u1u3u5u2 èëè
u2u5u3u1u4).
5) Ó [a3, b3] è [a5, b5] çíàêè îäèíàêîâûå (íàïðèìåð, èç ñëàãàåìîãî u2u4u1u3u5).
Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå òàêîå:

[a1, b1]− [a2, b2]− [a3, b3] + [a4, b4]− [a5, b5].

3. Ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà ïåòåëü ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà

øåñòèóãîëüíèêà

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K, ÿâëÿþùåãîñÿ ãðà-
íèöåé m-óãîëüíèêà, âûïîëíÿåòñÿ:

H∗(ΩDJ (K); k) ∼= T < u1, . . . , um > /(u2i = 0, uiuj + ujui = 0, , åñëè {i, j} ∈ K).

Ïóñòü K - ãðàíèöà øåñòèóãîëüíèêà. Âûïèøåì îáðàçóþùèå àëãåáðû Ïîíòðÿãè-
íà H∗(ΩZK), ãäå ΩZK - ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà ZK.

a1 = [u6, u2], a2 = [u6, u3], a3 = [u6, u4], a4 = [u5, u1], a5 = [u5, u2], a6 = [u5, u3],

a7 = [u4, u1], a8 = [u4, u2], a9 = [u3, u1],

b1 = [u3, [u6, u2]], b2 = [u4, [u6, u2]], b3 = [u5, [u6, u2]], b4 = [u1, [u6, u3]], b5 = [u4, [u6, u3]],

b6 = [u5, [u6, u3]], b7 = [u1, [u6, u4]], b8 = [u2, [u6, u4]], b9 = [u2, [u5, u1]], b10 = [u3, [u5, u1]],

b11 = [u4, [u5, u1]], b12 = [u3, [u5, u2]], b13 = [u4, [u5, u2]], b14 = [u1, [u5, u3]], b15 = [u2, [u4, u1]],

b16 = [u3, [u4, u1]],

c1 = [u3, [u4, [u6, u2]]], c2 = [u3, [u5, [u6, u2]]], c3 = [u4, [u5, [u6, u2]]], c4 = [u1, [u4, [u6, u3]]], c5 = [u1, [u5, [u6, u3]]],

c6 = [u2, [u3, [u5, u1]]], c7 = [u2, [u4, [u5, u1]]], c8 = [u3, [u4, [u5, u1]]], c9 = [u1, [u2, [u6, u4]]].

ãäå deg ui = 1, deg ai = 2, deg bi = 3, deg ci = 4.
Çäåñü [a, b] = ab− (−1)deg a∗deg bba.
Òåïåðü õîòèì íàéòè êîììóòàòîðû, ïåðåä êîòîðûìè áóäåì ðàññòàâëÿòü çíàêè â
ñîîòíîøåíèè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî áóäåò ñëîæíåå, ÷åì â ñëó÷àå ñ ïÿòèóãîëü-
íèêîì. Ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ÷èñëà Áåòòè, îíè òàêèå:

Òàáëèöà 1. Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè.

. 0 1 2 3 4 5 6 7 8

. 1 0 0 9 16 9 0 0 1
1 1 0 0 9 12 9 0 0 1
2 1 0 0 0 4 0 0 0 1

Èç òàáëèöû âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî:

j̃ : (S3 × S5)#9#(S4 × S4)#6#(S4 × S4)#2 → ZK.

Èñõîäÿ èç äàííîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîíèìàåì, ÷òî íåîáõîäèìî áðàòü êîììóòà-
òîðû âèäà [ai, cj ] òàê, ÷òî íàáîðû èíäåêñîâ â êîììóòàòîðàõ äîïîëíÿëè äðóã
äðóãà äî íàáîðà {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Íî ó íàñ åñòü äâà òèïà cj . Ïåðâûé òèï - îòäåëü-
íàÿ òî÷êà è òðè òî÷êè, ëåæàùèå ðÿäîì. Âòîðîé òèï - äâà îòðåçêà äðóã ïðîòèâ
äðóãà. cj âòîðîãî òèïà òðè, à èìåííî c2, c4, c7. Â ïåðâîì ñëó÷àå âñ¼ íîðìàëüíî,
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à âî âòîðîì ñëó÷àå íåò, òàê êàê c2, c4 è c7 â àëãåáðå Êîøóëÿ ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, à èìåííî:

c2 → u2u3u6v5 − u3u5u6v2,

c7 → u1u2u5v4 − u2u4u5v1.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå êîììóòàòîðîâ ñ cj , j ∈ {2, 4, 7} ïðè cj áåð¼òñÿ êîýôôèöè-
åíò 1/2. Òåïåðü ðàññìîòðèì êîììóòàòîðû ñ bi. Â ñëó÷àå, êîãäà ó íàñ íàáîð
èíäåêñîâ íå ñîâïàäàåò ñ {1,3,5} è {2,4,6} ó íàñ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîì-
ìóòàòîð, êîòîðûé ìîæåò åìó ñîîòâåòñòâîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû èíäåêñû äîïîë-
íèòü äî {1,2,3,4,5,6}. Èõ ìû è áåð¼ì. È îñòà¼òñÿ 4 bj , à èìåííî b2, b8, b10, b14
(ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäíåé êîìïîíåíòå â ñâÿçíîé ñóììå), ãäå íåïîíÿòíî, êàêèå
êîììóòàòîðû áðàòü. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì, ðàññìîòðèì àëãåáðó Êîøóëÿ.
bj , j ∈ {2, 8, 10, 14} ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå:

u2u6v4, u4u6v2;

è

u1u5v3, u3u5v1.

Ïðè ïåðåìíîæåíèè äàííûõ ýëåìåíòîâ ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà íå êàíîíè÷åñêàÿ.
×òîáû ñäåëàòü å¼ êàíîíè÷åñêîé, ñëåãêà èçìåíèì å¼:

u2u6v4, u4u6v2;

è

u1u5v3 − u3u5v1, u3u5v1.

Òåïåðü ïðè ïåðåìíîæåíèè ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ äðóã ïîä äðóãîì, ìû ïîëó÷èì
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ñî çíàêîì ìèíóñ. Ïðè ïåðåìíîæåíèè îñòàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ, ìû ïîëó÷èì íîëü. Òåïåðü ðàññìîòðèì îáðàçóþùèå â àëãåáðå Ïîíòðÿ-
ãèíà è òî, ÷òî èì ñîîòâåòñòâóåò â ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñå:

[u1, [u5, u3]]→ T1D3T5 + T1T3D5 ↔ A,

[u3, [u5, u1]]→ T1T3D5 +D1T3T5 ↔ B,

[u4, [u6, u2]]→ T2T4D6 +D2T4T6 ↔ A1,

[u2, [u6, u4]]→ T2T4D6 + T2D4T6 ↔ B1.

Ìàòðèöà ñïàðèâàíèÿ íàøåãî áàçèñà â àëãåáðå Êîøóëÿ ñ A,B,A1, B1 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. ×òîáû ýòî èñïðàâèòü, ïîäïðàâèì áàçèñ â ìîìåíò-óãîë êîì-
ïëåêñå:

A,A+B,B1,−A+A1 −B.

Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî â íàøå ñîîòíîøåíèå äîëæíû âîéòè ñëåäóþùèå äâà êîì-
ìóòàòîðà:

[A,B1] è [A+B,−A+A1 −B],

òàê êàê èìåííî òàê ïåðåìíîæàþòñÿ ýëåìåíòû áàçèñà â àëãåáðå Êîøóëÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà.
Íó à äàëüøå ñîîòíîøåíèå íå ïîëó÷àåòñÿ :( Ó íàñ èç [A + B,−A + A1 − B]
âûëàçèò −[A,A] è −[B,B]. Â íèõ è ïîëó÷àþòñÿ óäâîåííûå (äâîéêà èä¼ò èìåííî
èç êîììóòàòîðà [A,A] èëè [B,B], â ýòèõ äâóõ êîììóòàòîðàõ ýòè ñëàãàåìûå íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. åñëè ñëàãàåìîé åñòü â îäíîì êîììóòàòîðå, òî íåò â äðóãîì)
ñëàãàåìûå âèäà u1u3u5u1u3u5, êîòîðûå íèãäå íå ìîãóò ñîêðàòèòüñÿ.
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