
Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè äëÿ ñòóäåíòîâ 1-2 êóðñîâ.

Óâàæàåìûå ñòóäåíòû 1-2 êóðñîâ!

Êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ïðèãëàøàåò âàñ ïðèíÿòü ó÷àñòèå â
îëèìïèàäå ïî ãåîìåòðèè. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, îôîðìèòå ðåøåíèÿ âñåõ èëè íåêîòî-
ðûõ ïðèâåäåííûõ íèæå çàäà÷ è ïðèíåñèòå íà êàôåäðó (êîìíàòà 16-20 ÃÇ) äî 23
íîÿáðÿ âêëþ÷èòåëüíî.

Òàêæå ìû ïðèãëàøàåì ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îëèìïèàäå ñòóäåíòîâ 1-2 êóðñîâ äðó-
ãèõ ÂÓÇîâ Ðîññèè è ÑÍÃ. Ñòóäåíòû äðóãèõ ÂÓÇîâ ìîãóò îôîðìèòü ñâîè ðåøåíèÿ
è îòïðàâèòü èõ îòñêàíèðîâàííûé âàðèàíò â ôîðìàòå pdf íà ýëåêòðîííóþ ïî÷òó
garber@higeom.math.msu.su ñ òåìîé �Ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû� è óêàçàíèåì
ñâîèõ èìåíè, ôàìèëèè, êóðñà è ÂÓÇà.

Ñòóäåíòû ñòàðøèõ êóðñîâ ìîãóò ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îëèìïèàäå âíå êîíêóðñà.
Óñëîâèÿ çàäà÷ òàêæå äîñòóïíû íà ñàéòå êàôåäðû â ðàçäåëå �Îëèìïèàäû�:

http://higeom.mech.math.msu.su

Ïîáåäèòåëåé æäóò ïðèçû!

1. Íàçîâåì ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ âðàùåíèåì ýëëèïñà îòíîñè-
òåëüíî åãî áîëüøîé îñè. Ôîêóñàìè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ôîêóñû èñõîäíîãî
ýëëèïñà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ ñ îáùèì ôîêóñîì ëåæèò
â îäíîé ïëîñêîñòè.

2. Äàíà çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Γ íà ïëîñêîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ 7 òî÷åê ýòîé êðèâîé
ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ëå-
æàò ýòè 7 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ Γ èìååò öåíòð ñèììåòðèè.

3. Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åêA = {A1, A2, . . . , An} íà ïëîñêîñòè è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
ρ > 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Xk}∞k=1

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: X1 = X, Xk+1 ýòî öåíòð òÿæåñòè òî÷åê èç A, ñîäåðæàùèõñÿ â
êðóãå ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå Xk, åñëè òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò, è Xk+1 = Xk èíà÷å.
Äîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà, ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êå X.

4. Âûïóêëûé òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì âûïóêëîìó òðåõìåð-
íîìó ìíîãîãðàííèêó Q åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí P è
ìíîæåñòâàì ãðàíåé Q, ÷òî äâå âåðøèíû P ñîåäèíåíû ðåáðîì åñëè è òîëüêî åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ãðàíè Q èìåþò îáùåå ðåáðî è íàáîð âåðøèí P ëåæèò â îäíîé ãðàíè
P â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè Q èìåþò îáùóþ âåðøèíó
ìíîãîãðàííèêà Q. Íàïðèìåð, êóá è îêòàýäð ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó.

Íàçîâåì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P ñàìîäâîéñòâåííûì åñëè îí ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì
ê ñàìîìó ñåáå. Íàïðèìåð, ëþáàÿ n-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñàìîäâîéñòâåííûé òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê, íå ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ïèðàìèäîé.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòëè÷íûõ îò ïèðàìèäû ñàìîäâîé-
ñòâåííûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâî âåðøèí.



5. Â êîîðäèíàòíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ðàññìîòðèì êóá ñîñòàâëåííûé èç 27 òî÷åê ñ öåëû-
ìè êîîðäèíàòàìè âèäà {(i, j, k), 0 ≤ i, j, k ≤ 2}. Â 14 öåëûõ òî÷êàõ êóáà ñ êîîðäèíàòà-
ìè (i, 0, 0), (i, 0, 1), (0, j, 0), (0, j, 1), (0, 0, 2), (1, 0, 2), (1, 1, 0), (1, 1, 1) ïðè 0 ≤ i, j ≤ 2, çàäàíû
ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � íà÷àëüíûå äàííûå; èçâåñòíî, ÷òî åñëè âî âñåõ âåð-
øèíàõ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñòîÿò ÷èñëà íà÷àëüíûõ äàííûõ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäå-
ëèòåëü 2× 2 íå ðàâåí íóëþ. Ìîæíî ëè äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàññòàâèòü ÷èñëà â
îñòàëüíûõ 13 óçëàõ ðåøåòêè òàê, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ëþáîé 3 × 3-ìàòðèöû èç ÷èñåë íà
ãðàíÿõ, íà ñðåäèííûõ ñå÷åíèÿõ êóáà è îïðåäåëèòåëü ëþáîé 3× 3-ìàòðèöû, èçîãíóòîé ïîä
ïðÿìûì óãëîì ïî ñðåäíåé ñòðîêå èëè ñðåäíåìó ñòîëáöó, áûë ðàâåí íóëþ?

Âîïðîñû ïî óñëîâèÿì çàäà÷ ìîæíî çàäàâàòü À.È.Ãàðáåðó ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå
garber@higeom.math.msu.su


