
Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè

Êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è ëàáîðàòîðèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

28 íîÿáðÿ 2012ã.

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè äàíà ïðÿìàÿ ` è òî÷êà A. Íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ôîêóñàìè ïàðàáîë ñ âåðøèíîé A è êàñàòåëüíîé `.

Çàäà÷à 2. Äàíà îêðóæíîñòü C è ãèïåðáîëà Γ, ôîêóñû êîòîðîé ëåæàò âíå C. Äîêàæèòå,
÷òî ôîêóñû Γ ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî C ïåðåõîäÿò â òî÷êè, ëåæàùèå íà äèðåêòðèñàõ
Γ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C êàñàåòñÿ îáåèõ âåòâåé Γ.

Çàäà÷à 3. Íà ïëîñêîñòè äàíà ñëåäóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà
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Ðèñ. 1: Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

(ñì. Ðèñ. 1). Øàðíèðû â òî÷êàõ A,B,C æåñòêî çà-
êðåïëåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî
ñòîðîíîé 3, à øàðíèðû â òî÷êàõ a, b, c, d ñâîáîäíî
äâèãàþòñÿ íà ïëîñêîñòè. Äëèíû âñåõ çâåíüåâ ðàâíû
1 è îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäî-
ìó ïîëîæåíèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî òàê ñîïîñòà-
âèòü òî÷êó íà ñôåðå, ÷òî äàííîå ñîïîñòàâëåíèå áó-
äåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì è íåïðåðûâíûì ïðè÷åì â
îáå ñòîðîíû. (Òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî òàêîé ñèñòåìû ãîìåîìîðôíî
ñôåðå.)

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åäèíè÷íûé êóá â R3 ñîäåðæèòñÿ â òåòðàýäðå S, òî â S
ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ îòðåçîê äëèíû 3, ïàðàëëåëüíûé îäíîé èç ñòîðîí êóáà.

Çàäà÷à 5. Äëÿ âåêòîðîâ u,v â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷èì ÷åðåç S(u,v)
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà u,v. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ âåêòî-
ðîâ a,b, c,d âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

S(a,b)S(c,d) ≤ S(a, c)S(b,d) + S(a,d)S(b, c).


