
Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè

Êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è ëàáîðàòîðèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

25 íîÿáðÿ 2013ã.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî âîêðóã ëþáîãî âûïóêëîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî øå-
ñòèóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü ðîâíî îäèí ýëëèïñ.

Çàäà÷à 2. Ìîæíî ëè òðåõìåðíûé êóá ïîêðûòü ÷åòûðåìÿ êóáàìè ìåíüøåãî ðàçìåðà?

Çàäà÷à 3. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè ðàçðåçàí íà òåòðàýä-
ðû; âñå âåðøèíû òåòðàýäðîâ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà, è ëþáûå äâà òåòðàýäðà
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé îáùåé âåðøèíå, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî
îäíîìó öåëîìó îáùåìó ðåáðó, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé öåëîé îáùåé ãðàíè. Ìîæåò ëè
îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîãî òåòðàýäðà ðîâíî îäíà ãðàíü ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè M?

Çàäà÷à 4. Â óãîë α ñ âåðøèíîé A âïèñàíû äâå ïàðàáîëû Γ1 è Γ2 (òî åñòü êàæäàÿ
ïàðàáîëà êàñàåòñÿ êàæäîé ñòîðîíû óãëà). Êàæäûé ëó÷ β ñ íà÷àëîì â òî÷êå A, ëåæàùèé
âíóòðè óãëà α, ïåðåñåêàþò êàæäóþ èç ýòèõ ïàðàáîë â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ; ïóñòü F1(β) è
F2(β) îáîçíà÷àþò ïåðâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëàìè Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, ñ÷èòàÿ
îò òî÷êè A. Äëÿ êàæäîé ïàðû òàêèõ ëó÷åé β è γ ïîñòðîèì òî÷êó M(β, γ) ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ F1(β)F1(γ) è F2(β)F2(γ). Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êèM(β, γ) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 5. Òî÷êè x1, . . . ,xk ∈ Rn ðàñïîëîæåíû íà åäèíè÷íîé ñôåðå {‖x‖ = 1} è ñîäåð-
æàò â ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êå íà÷àëî êîîðäèíàò. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè xk+1 = x1

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
k∑

i=1

|xixi+1| ≥ 4.

(‖ · ‖ îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò, à | · | ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè.)


