
Îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè

Êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è ëàáîðàòîðèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

1 äåêàáðÿ 2014ã.

Çàäà÷à 1. Òî÷êà C ëåæèò íà ïàðàáîëå ñ âåðøèíîé A.H � ïðîåêöèÿ C íà îñü ïàðàáîëû.
Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå â òî÷êå C ïàðàëëåëüíà ìåäèàíå AM òðåóãîëüíèêà
ACH.

Çàäà÷à 2. Ìàòðèöà P íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâêè åñëè â êàæäîé åå ñòðîêå
è â êàæäîì ñòîëáöå åñòü ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ïðè÷åì îí ðàâåí 1. Äâå ìàòðè-
öû A è A′ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íî ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
ïåðåñòàíîâêè P , ÷òî A′ = PAP−1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà, âñå ãëàâíûå (òî åñòü
ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè) ìèíîðû êîòîðîé ðàâíû 1, ïåðåñòàíîâî÷-
íî ñîïðÿæåíà ëèáî âåðõíåòðóãîëüíîé ìàòðèöå ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ëèáî
ìàòðèöå âèäà 
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Çàäà÷à 3. Â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè ñòîèò ïî ôëàãó. Ìîæíî
ëè ñäâèíóòü êàæäûé èç ôëàãîâ íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøåå 1/100 òàê, ÷òîáû òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè ôëàãîâ ñòàëî áû ñòðîãî áîëüøå 1?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , BC è AD � â òî÷êå
Q è íåêîòîðàÿ êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà Γ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòè 6 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî
êàñàòåëüíûå ê Γ â òî÷êàõ P è Q ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà Γ, èëè ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷à 5. Äâå âåðøèíû æåñòêîãî òðåóãîëüíèêà äâèãàþòñÿ ïî ïàðå ôèêñèðîâàííûõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî òðåòüÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà äâèãàåòñÿ ïî íåêî-
òîðîìó ýëëèïñó èëè îòðåçêó ïðÿìîé.


