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Îñíîâíûå ýòàïû è âåõè:

1 1930-å: Äæ. ôîí Íåéìàíí: Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè (ñåðèÿ ñòàòåé �Rings of Operators� ñ Ô. Ìþððååì)

2 1943: È. Ãåëüôàíä è Ì. Íàéìàðê: îïðåäåëåíèå C*-àëãåáðû

3 1970-å: Ðåçóëüòàòû ïî ãèïîòåçå Íîâèêîâà (À. Ñ. Ìèùåíêî, Ã. Ã.
Êàñïàðîâ) è ïî ðàñøèðåíèÿì C*-àëãåáð (Ë. Áðàóí, Ð. Äóãëàñ, Ï.
Ôèëëìîð)

4 1990: êíèãà À. Êîííà �Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ�

Â.Ì.Ìàíóéëîâ (ÌÃÓ) Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ 2 / 38



Îñíîâíàÿ èäåÿ:

Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè è àëãåáðàìè ôóíêöèé.
Ïðîñòðàíñòâî X ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû ôóíêöèé íà X .
Êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñîîòâåòñòâóåò èäåàëó Ix âñåõ ôóíêöèé,
îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå x . Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
íåêîòîðûå èäåàëû êàê òî÷êè, à àëãåáðó ôóíêöèé êàê ôóíêöèè íà
ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùåì èç ýòèõ òî÷åê.

Ýòà äâîéñòâåííîñòü õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ ðÿäà êàòåãîðèé
ïðîñòðàíñòâ/àëãåáð:

àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ðàöèîíàëüíûå ïîëèíîìû

ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è àëãåáðû ãëàäêèõ ôóíêöèé

ëîêàëüíî êîìïàêòíûå õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà è àëãåáðû
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Â îñíîâíîì ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ïîñëåäíèì ñëó÷àåì,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííîñòü � äâîéñòâåííîñòü Ãåëüôàíäà.
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Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîãäà
àëãåáðà C0(X ) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â
áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé C*-àëãåáðîé. Åñëè A �
êîììóòàòèâíàÿ C*-àëãåáðà, òî ìíîæåñòâî MA âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
èäåàëîâ, ñíàáæåííîå åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíûì õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà
Γ : A→ C0(MA) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ∗-èçîìîðôèçìîì.

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà X îòðàæàþòñÿ â ñâîéñòâàõ àëãåáðû C0(X ):

ïðîñòðàíñòâî X àëãåáðà C0(X )
êîìïàêòíî îáëàäàåò åäèíèöåé
ìåòðèçóåìî ñåïàðàáåëüíà
ñâÿçíî íå ò íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôàêòîð-àëãåáðà
êîìïàêòèôèêàöèÿ Ñòîóíà�×åõà àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ
ðàçìåðíîñòü ðàíã
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Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà:
Çàìåíà îáúåêòîâ êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà äðóãèå, íåêîììóòàòèâíûå
(êâàíòîâàíèå):
ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàìåíÿþòñÿ íà îïåðàòîðû,
äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.
Ïðèìåð: ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî R2 ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ âäîëü
ïðÿìîé. Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ êîîðäèíàòà q è èìïóëüñ p òî÷êè â R2

çàìåíÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Q è P , óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ
Ãåéçåíáåðãà PQ − QP = i~I : H = L2(R), Qψ(x) = xψ(x),
Pψ(x) = −i~ψ′(x), ψ ∈ H.
Ðåçóëüòàò êâàíòîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîììóòàòèâíóþ
äåôîðìàöèþ êëàññè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèíöèï
íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì
äåôîðìèðîâàííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîãî
ïîíÿòèÿ òî÷åê.
Ðàçëè÷íûå êàòåãîðèè àëãåáð äàþò ðàçëè÷íûå âåðñèè íåêîììóòàòèâíîé
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è
ïðîðàáîòàííûõ ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ C*-àëãåáð.
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C*-àëãåáðû

Áàíàõîâà àëãåáðà A íàä C ñ èíâîëþöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ C*-àëãåáðîé,
åñëè ‖a∗a‖ = ‖a‖2 äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ïðèìåð: Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
òîãäà ìíîæåñòâî C0(X ) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê
íóëþ â áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ C*-àëãåáðîé.
Ïðèìåð: Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, B(H) � ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â H � ÿâëÿåòñÿ C*-àëãåáðîé.

Òåîðåìà (Ãåëüôàíä�Íàéìàðê)

Ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ C*-àëãåáðà èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà
àëãåáðå C0(X ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà
ïðîñòðàíñòâà X .

Ëþáàÿ C*-àëãåáðà èçîìåòðè÷åñêè ∗-èçîìîðôíà çàìêíóòîé ïî íîðìå
èíâîëþòèâíîé ïîäàëãåáðå C*-àëãåáðû B(H).
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Ëþáîé ∗-ãîìîìîðôèçì C*-àëãåáð àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâåí. Áîëåå
òîãî, ëþáîé èíúåêòèâíûé ∗-ãîìîìîðôèçì C*-àëãåáð èçîìåòðè÷åí. Â
÷àñòíîñòè, íà ëþáîé C*-àëãåáðå èìååòñÿ ðîâíî îäíà íîðìà,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ C*-àëãåáðîé.

Ýëåìåíò a ∈ A C*�àëãåáðû A ïîëîæèòåëåí, åñëè a = b∗b äëÿ
íåêîòîðîãî b ∈ A. Ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû îáðàçóþò êîíóñ â A; èõ
ñïåêòð ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ íà A ïîëîæèòåëåí, åñëè ϕ(a) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî a ∈ A. Ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû íîðìû 1
íàçûâàþò ñîñòîÿíèÿìè.
Ïðèìåð: A = C (X ), x ∈ X , òîãäà ϕ : A→ C, ϕ(a) = a(x), a ∈ C (X ),
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì.
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Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà

×àñòî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàìè
ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðèìåð:
ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå X . ×àñòíûé
ñëó÷àé: ñëîåíèÿ (ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ). Äàæå åñëè X õàóñäîðôîâî,
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî îðáèò ìîæåò áûòü íåõàóñäîðôîâûì. Êàêàÿ
C*-àëãåáðà äîëæíà îòâå÷àòü íåõàóñäîðôîâîìó ïðîñòðàíñòâó?
Äâà ïîäõîäà:

C (X ); ýòà àëãåáðà äëÿ íåõàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæåò
îêàçàòüñÿ î÷åíü ìàëåíüêîé

Ñóùåñòâóåò íåêîììóòàòèâíàÿ C*-àëãåáðà, áîëåå ïîäõîäÿùàÿ äëÿ
îïèñàíèÿ X .

Ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ðàçíèöó ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ:
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Ïóñòü Y = {a, b} � äâóõòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî, C (Y ) = C⊕ C. Ïóñòü
Z/2 äåéñòâóåò íà Y ïåðåñòàíîâêîé (òåì ñàìûì, ìû îáúÿâëÿåì, ÷òî a
è b ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè), è ïóñòü X �
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè.

Ìîæíî âçÿòü ïîäàëãåáðó A ⊂ C (Y ) ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ
f (a) = f (b). Òîãäà A = C (X ) ∼= C.
Ìîæíî âçÿòü á�îëüøóþ àëãåáðó B ⊃ C (Y ) âñåõ 2×2-ìàòðèö,

f =
(

faa fab
fba fbb

)
. C (Y ) � ïîäìíîæåñòâî B , ñîñòîÿùåå èç

äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, è äåéñòâèå Z/2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
( 0 1

1 0 ).

B áîëüøå, ÷åì A, íî ó íèõ ìíîãî îáùåãî, íàïðèìåð, ñîâïàäàþò èõ
öåíòðû è èõ ïðîñòðàíñòâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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C*-àëãåáðà ïîêðûòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ Ui ∈ X , ãîìåîìîðôíûõ äèñêó, ïî èõ ïåðåñå÷åíèÿì Ui ∩ Uj .
Ìîæíî ñ÷èòàòü ïîêðûòèå {Ui} êîíå÷íûì. Ïóñòü V = tiUi . Íà V
âîçíèêàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R : v ∼ v ′, v , v ′ ∈ V , åñëè
p(v) = p(v ′), ãäå p : V → X � î÷åâèäíàÿ ñþðúåêöèÿ.
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîäìíîæåñòâî â V × V , R = {(v , v ′) ∈ V × V , v ∼ v ′} ñ
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé. Íàäåëèì C0(R) àëãåáðàè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè

(f ∗ g)(v , v ′′) =
∑

v∼v ′∼v ′′
f (v , v ′)g(v ′, v ′′);

(f ∗)(v , v ′) = f (v ′, v).

ïðåâðàùàþùèìè åå â C*-àëãåáðó C ∗(R). Êàê è ïðåæäå, ïðîñòðàíñòâà
âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ó C ∗(R) è ó C (X ) ñîâïàäàþò.
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Ïîñêîëüêó R = ti ,jUi ∩ Uj , ôóíêöèÿ f ∈ C0(R) � ìàòðèöà, ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû êîòîðîé � ôóíêöèè fij ∈ C0(Ui ∩ Uj), à óìíîæåíèå �
ïîòî÷å÷íîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå. Íàä òî÷êîé x ∈ X ïîëó÷àåòñÿ
ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà, äåéñòâóþùàÿ íà ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå p−1(x). Ðàçìåðíîñòü ýòîãî `ðàññëîåíèÿ' íàä x
ðàâíà ÷èñëó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Ui , ñîäåðæàùèõ x . Ìàòðè÷íûå
àëãåáðû ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè îðãàíèçîâàíû â `íåïðåðûâíîå ïîëå'
C*-àëãåáð íàä X .

Çàìå÷àíèå: Õîòÿ òîïîëîãèÿ íà X õîðîøàÿ, ìû íå èñïîëüçîâàëè åå
äëÿ ïîñòðîåíèÿ C ∗(R). Ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
C*-àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàìè è áåç õîðîøåé
òîïîëîãèè.
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Ïóñòü Y = I1 t I2 � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ êîïèé I1, I2 îòðåçêà
[0, 1], à R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Y , îòîæäåñòâëÿþùåå
(s, 1) ∈ I1 ñ (s, 2) ∈ I2, ãäå s ∈ (0, 1) (íî (s, 1) íå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
(s, 2) ïðè s = 0 è s = 1). Òîãäà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî X ïîëó÷àåòñÿ
ñêëåéêîé äâóõ âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ I1 è I2, íî íå èõ êîíöîâ.
Ïîýòîìó, X íå õàóñäîðôîâî.
Ïåðâûé ïîäõîä äàåò ïîäàëãåáðó â C (I1 t I2), ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé
f1 ∈ C (I1), f2 ∈ C (I2), êîòîðûå ñîâïàäàþò íà (0, 1). Ïîñêîëüêó îíè
íåïðåðûâíû, îíè ñîâïàäàþò íà âñåì îòðåçêå [0, 1], ïîýòîìó ýòà
ïîäàëãåáðà åñòü C ([0, 1]), è èíôîðìàöèÿ î êîíöàõ îòðåçêîâ òåðÿåòñÿ.
Âòîðîé ïîäõîä äàåò ïîäàëãåáðó â àëãåáðå M2(C ([0, 1]))
ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà [0, 1]:

A = {(f (x))x∈[0,1] ∈ M2(C ([0, 1])) : f (0), f (1) � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû}.

Ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé A ñîâïàäàåò ñ
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì X .
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Íåêîììóòàòèâíûé òîð

Ñîîòíîøåíèå Ãåéçåíáåðãà îòíîñèòñÿ ê íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì
Q = x , P = −i~ d

dx . Îãðàíè÷åííàÿ âåðñèÿ Âåéëÿ êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóåò óíèòàðíûå îïåðàòîðû Ut = e itP , Vs = e isQ .
Òîãäà VsUt = e2πi~stUtVs . Ïóñòü θ ∈ R, λ = e2πiθ. Íåêîììóòàòèâíûé
òîð Aθ � óíèâåðñàëüíàÿ C*-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ óíèòàðíûìè
îáðàçóþùèìè U, V , óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ VU = λUV .
Êîíêðåòíàÿ ìîäåëü äëÿ Aθ äàåòñÿ óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè

(Uf )(x) = e2πix f (x), (Vf )(x) = f (x + θ)

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(S1) (ìû îòîæäåñòâëÿåì S1 ñ R/Z).
Aθ+n

∼= Aθ äëÿ n ∈ Z;
A0
∼= C (T2) (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî äâóì êîììóòèðóþùèì

ïåðåìåííûì;

Åñëè θ = p
q , òî ñóùåñòâóåò ïëîñêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E ðàíãà

q íàä T2, äëÿ êîòîðîãî A p
q

∼= C (T2; End(E )).

Åñëè θ èððàöèîíàëüíî, òî àëãåáðà Aθ ïðîñòà.
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Èìååòñÿ ïëîòíàÿ ∗-ïîäàëãåáðà Aθ ⊂ Aθ, çàñëóæèâàþùàÿ áûòü
íàçâàííîé àëãåáðîé `ãëàäêèõ ôóíêöèé' íà íåêîììóòàòèâíîì òîðå.
Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû Ëîðàíà ïî U è V ïëîòíû â Aθ, ðàññìîòðèì
ýëåìåíòû âèäà a =

∑
m,n∈Z amnU

mV n, ãäå amn ∈ C. Òîãäà a ∈ Aθ, åñëè
åãî êîýôôèöèåíòû áûñòðî óáûâàþò, ò.å.

sup
m,n∈Z

(1 + m2 + n2)k |amn| <∞ äëÿ âñåõ k ∈ N.

Åñëè θ = 0, ýòî óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ C (T2)
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f ∈ C∞(T2).
Ïðîèçâîäíîé íà àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
δ : A→ A, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó Ëåéáíèöà: δ(ab) = δ(a)b + aδ(b)
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Íà Aθ èìåþòñÿ äâå ïðîèçâîäíûå, çàäàííûå
ðàâåíñòâàìè

δ1(U) = 2πiU, δ1(V ) = 0;

δ2(V ) = 2πiV , δ2(U) = 0.
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Èððàöèîíàëüíûå îáìîòêè òîðà

Óãîë íàêëîíà 2πθ çàäàåò ñëîåíèå íà òîðå. Äâå òî÷êè òîðà
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëåæàò íà îäíîì ëèñòå ñëîåíèÿ (íà îäíîé ïðÿìîé).
Åñëè θ èððàöèîíàëüíî, òî ìíîæåñòâî ñëîåâ ñ åñòåñòâåííîé
(ôàêòîðíîé) òîïîëîãèåé íå õàóñäîðôîâî. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííà. Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è
çàáûâàÿ ôàêòîð-òîïîëîãèþ, ïîëó÷àåì, êàê ðàíüøå, íåêîììóòàòèâíóþ
C*-àëãåáðó, çàäàííóþ ñëîåíèåì. Ýòà C*-àëãåáðà � `ïî÷òè' Aθ.
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Òîïîëîãè÷åñèêèå àíàëîãèè

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ñîîòâåòñòâóåò ∗-ãîìîìîðôèçìó
f ∗ : C (Y )→ C (X ).

C (X × Y ) ∼= C (X )⊗ C (Y ), ïîýòîìó äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ C*-àëãåáð.

C ([0, 1]× X ) ∼= C ([0, 1];C (X ))

Äâà ∗-ãîìîìîðôèçìà φ0, φ1 : A→ B ãîìîòîïíû, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé ∗-ãîìîìîðôèçì Φ : A→ C ([0, 1];B), ÷òî åãî çíà÷åíèÿ â 0 è â 1
äàþò φ0 è φ1.

Êîíóñîì CA íàä A íàçûâàåòñÿ C0((0, 1];A).

Íàäñòðîéêîé SA íàä A íàçûâàåòñÿ C0((0, 1);A).

Óïðàæíåíèå: òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è íóëåâîå îòîáðàæåíèå
CA→ CA ãîìîòîïíû.
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Õîòÿ äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ C*-àëãåáð íå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèÿ òî÷åê,
èìååòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èõ çàìåíèòü.

1 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû � èõ î÷åíü ìàëî
(íåïðèìåð, åñëè A ïðîñòà);

2 ×èñòûå ñîñòîÿíèÿ � èõ áîëüøå, íî òîæå íåäîñòàòî÷íî;

3 Âñå ñîñòîÿíèÿ � èõ ñëèøêîì ìíîãî;

4 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ � ëó÷øå, íî òîæå íå âñåãäà
àäåêâàòíî.

Ãåîìåòðèÿ êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà. Ñïåêòðàëüíûå òðîéêè.

Íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M ðàññìîòðèì îïåðàòîð Äèðàêà,
ÿâëÿþùèéñÿ íåîãðàíè÷åííûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî
ïîðÿäêà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(M) (íóæíû ñïèíîðíûå
ðàññëîåíèÿ).
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Ñïåêòðàëüíûå òðîéêè

Ïóñòü A � èíâîëþòèâíàÿ àëãåáðà. Ñïðåêòðàëüíàÿ òðîéêà (π,H,D)
ñîñòîèò èç

1 ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H;

2 ìîíîìîðôíîãî ∗-ïðåäñòàâëåíèÿ A â H;

3 íåîãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà D â H ñ
êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé (ò. å. îïåðàòîð λ1−D)−1 êîìïàêòåí äëÿ
âñåõ λ /∈ Sp(D)), äëÿ êîòîðîãî [D, π(a)] îãðàíè÷åí äëÿ ëþáîãî
a ∈ A.

Ïðèìåð: Ïóñòü A = C 1(S1), H = L2(S1), ïðåäñòàâëåíèå π çàäàíî
óìíîæåíèåì íà ôóíêöèè èç A, D = 1

i
d
dt . Òîãäà ‖Df − fD‖ = ‖f ′‖,

f ∈ C 1(S1).

Â.Ì.Ìàíóéëîâ (ÌÃÓ) Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ 19 / 38



Ïðèìåð: Ïóñòü Γ � êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, L � ôóíêöèÿ äëèíû
íà Γ (åñëè çàôèêñèðîâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ Γ, òî L(g)
� ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ñëîâ, ñîñòàâëåííûõ èç îáðàçóþùèõ, êîòîðûå
çàäàþò ýëåìåíò g ∈ Γ). Ïóñòü A = C[Γ] (âñå êîíå÷íûå ñóììû âèäà∑

g∈Γ αg · g); H = l2(Γ), π � î÷åâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå,
èíäóöèðîâàííîå ëåâûì ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Γ, D �
óìíîæåíèå íà L.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ðàññòîÿíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ñ
ïîìîùüþ Ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé:

d(x , y) = sup{|f (x)− f (y)| : f ∈ CLip(X ), ‖f ‖Lip ≤ 1}.

Íåêîììóòàòèâíàÿ âåðñèÿ èçìåðÿåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè
φ, ψ íà C*-àëãåáðå A:

d(φ, ψ) = sup{φ(a)− ψ(a)| : a ∈ A, ‖[D, π(a)]‖ ≤ 1}.

Åñëè A = C 1(S1), φ, ψ � ôóíêöèîíàëû âû÷èñëåíèÿ â òî÷êàõ x , y ∈ S1,
ýòà ôîðìóëà äàåò îáû÷íîå ðàññòîÿíèå íà S1.
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Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

da = [D, π(a)] (da ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìîäóëå íàä A).

Ðàçìåðíîñòü

Ðîñò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: Ïóñòü N(α) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà D, íå ïðåâîñõîäÿùèõ α. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêè
N(α) ∼ αd .

Èíòåãðèðîâàíèå

Ñëåä Äèêñìüå Tr(a) = Resz=d tr(a|D|−z).

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ãîìîëîãèè Õîõøèëüäà, öèêëè÷åñêèå êîãîìîëîãèè.
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Íåêîììóòàòèâíàÿ âåðñèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íàä êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì X
ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì `òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé' Ui × Cn íàä
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Ui ⊂ X , îáðàçóþùèìè ïîêðûòèå X . Êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, ïðàâèëüíî îïðåäåëåííûå,
îáðàçóþò èíâàðèàíò, íàçûâàåìûé K -ãðóïïîé X . Òàê ïîëó÷àåòñÿ
ôóíêòîð îáîáùåííîé òåîðèè êîãîìîëîãèé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
K -òåîðèåé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E
ñóùåñòâóåò òàêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå F , ÷òî E ⊕ F ∼= X × Cn (ò.å.
òðèâèàëüíî).
Ìíîæåñòâî Γ(X ,E ) íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé (ò. å. òàêèõ îòîáðàæåíèé
s : X → E , ÷òî p(s(x)) = x äëÿ âñåõ x ∈ X , ãäå p : E → X �
î÷åâèäíàÿ ïðîåêöèÿ) èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä C (X ).
Ìîäóëü M íàä àëãåáðîé A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì
ïðîåêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìîäóëü N íàä A, ÷òî M ⊕N ∼= An

äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.

Â.Ì.Ìàíóéëîâ (ÌÃÓ) Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ 22 / 38



Òåîðåìà Ñâàíà

{âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä X} ∼=
{êîíå÷íîïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå C (X )-ìîäóëè}

Ò. î. êîíå÷íîïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä C*-àëãåáðîé A
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ (òî÷íåå, êàê ìîäóëè
èõ ñå÷åíèé) íàä íåêîììóòàòèâíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ìíîæåñòâî Mn(A) n×n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç C*-àëãåáðû A òàêæå
ÿâëÿåòñÿ C*-àëãåáðîé. Êàæäûé êîíå÷íîïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé
ìîäóëü ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïðîåêòîðó p ∈ Mn(A). (p �
ïðîåêòîð, åñëè p = p∗ = p2.)
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Ïðèìåð: Ïóñòü A = C (S2), çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1.

Òîãäà p(x) = 1
2

(
1+x3 x1+ix2
x1−ix2 1−x3

)
� ïðîåêòîð ðàíãà 1 â êàæäîé òî÷êå

x ∈ S2, è ýòî ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ îïðåäåëÿåò îäíîìåðíîå
íåòðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä S2, íàçûâàåìîå ëèíåéíûì
ðàññëîåíèåì Õîïôà.
Êâàíòîâîé ñôåðîé Ïîäëåñà S2

q, q ∈ C, |q| = 1, íàçûâàåòñÿ C*-àëãåáðà,
ïîðîæäåííàÿ îáðàçóþùèìè a, a∗ è b, óäîâëåòâîðÿþùèìè
ñîîòíîøåíèÿì

aa∗ + q−4b2 = 1, a∗a + b2 = 1, ab = q−2ba, a∗b = q2ba∗.

Åñëè q = 1, òî âçÿâ a = x1 + ix2, b = x3, ïîëó÷àåì C (S2). Êâàíòîâûé

àíàëîã ðàññëîåíèÿ Õîïôà çàäàåòñÿ ìàòðèöåé pq = 1
2

(
1+q−2b qa
q−1a∗ 1−b

)
,

óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì p2
q = pq = p∗q.
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Ïðèìåð: Ïðîåêòîðû Ðèôôåëà äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî òîðà.

Ïðè θ = 0, A0 = C (T2) íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Ïðè
θ ∈ (0, 1

2 ] âîçüìåì

p = f−1(U)V−1 + f0 + f1(U)V , f−1, f0, f1 ∈ C∞(R/Z).

Óñëîâèÿ p2 = p = p∗ äàþò óðàâíåíèÿ

f1(t)f1(t − θ) = 0; f1(t)f0(t − θ) = (1− f0(t))f1(t);

|f1(t)|2 + |f1(t + θ)|2 = f0(t)(1− f0(t)); f−1(t) = f1(t + θ),

èìåþùèå ìíîãî ðåøåíèé.
Íà Aθ èìååòñÿ ñëåä τ , çàäàííûé ôîðìóëîé τ(

∑
m,n∈Z amnU

mV n) = a00.

Äëÿ θ = 0 ýòî èíòåãðàë ïî T2. Óïðàæíåíèå: τ(p) = θ. Ýòî � àíàëîã
íåêîììóòàòèâíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íåöåëîé ðàçìåðíîñòè.
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Òåîðèÿ øåéïîâ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ïëîõî ïðèñïîñîáëåíà ê èçó÷åíèþ
ñèíãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðèÿ øåéïîâ àïïðîêñèìèðóåò òàêèå
ïðîñòðàíñòâà õîðîøèìè ïðîñòðàíñòâàìè (ïîëèýäðàìè, ANR è ò.ï.).
Íàïðèìåð, Âàðøàâñêàÿ îêðóæíîñòü X

èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è îáû÷íàÿ îêðóæíîñòü, íî îíà íå
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îêðóæíîñòè: π1(X ) = 0. Îäíàêî ëþáàÿ
ε-îêðåñòíîñòü Xε ïðîñòðàíñòâà X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà
îêðóæíîñòè.

Àëãåáðàè÷åñêè, âñå ∗-ãîìîìîðôèçìû C (X )→ C (S1) ãîìîòîïè÷åñêè
òðèâèàëüíû, íî ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ∗-ãîìîìîðôèçìîâ
C (Xε)→ C (S1) íàõîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ Z.
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Ò.ê. X ⊂ Xε, èìååòñÿ ýïèìîðôíûé ∗-ãîìîìîðôèçì q : C (Xε)→ C (X ).
Ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ïîäíÿòèÿ (ïðàâîãî îáðàòíîãî) äëÿ q êàê
∗-ãîìîìîðôèçìà, íî äëÿ f ∈ C (X ) ìîæíî îïðåäåëèòü fε ∈ C (Xε) òàê:
âîçüìåì ε-ñåòü x1, . . . , xn â Xε, ïîëîæèì fε(xi ) = f (x), ãäå x ∈ X �
òî÷êà, áëèçêàÿ ê xi , à â äðóãèõ òî÷êàõ Xε èñïîëüçóåì ëèíåéíóþ
èíòåðïîëÿöèþ. Òàêîå îïðåäåëåíèå äàëåêî íå åäèíñòâåííî, è
αε : f 7→ fε � íå ∗-ãîìîìîðôèçì (îíî äàæå íå ëèíåéíî). Íî
limε→0 ‖(fg)ε − fεgε‖ = 0 äëÿ ëþáûõ f , g ∈ C (X ), ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè
αε âåäåò ñåáÿ êàê ∗-ãîìîìîðôèçì ïðè ε→ 0.

C (Xε)

q

��

ϕε // C (S1)

C (X )

αε

JJ 77

Åñëè ∗-ãîìîìîðôèçìû ϕε îðãàíèçîâàíû `íåïðåðûâíûì' îáðàçîì,
êîìïîçèöèÿ ϕε ◦ αε : C (X )→ C (S1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
∗-ãîìîìîðôèçìîì.
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ∗-ãîìîìîðôèçìû

Èñïîëüçóÿ t = ε−1 è çàáûâàÿ î êîììóòàòèâíîñòè, ïîëó÷àåì
îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ∗-ãîìîìîðôèçìà (ïðèíàäëåæàùåå À.
Êîííó è Í. Õèãñîíó):

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ϕt : A→ B , t ∈ [0,∞), � ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé. Îíî
íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ∗-ãîìîìîðôèçìîì åñëè

äëÿ ëþáîãî a ∈ A îòîáðàæåíèå t 7→ ϕt(a) íåïðåðûâíî;

àñèìïòîòè÷åñêè, ϕt âåäåò ñåáÿ êàê ∗-ãîìîìîðôèçì, ò.å.
limt→∞ ϕt(λa1 + a∗2)− λϕt(a1)− ϕt(a2)∗ = 0;

limt→∞ ϕt(a1a2)− ϕt(a1)ϕt(a2) = 0

äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A è ëþáîãî λ ∈ C.

Ïóñòü r : [0,∞)→ [0,∞) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, è limt→∞ r(t) =∞.
Òîãäà (ϕr(t)) íàçûâàåòñÿ ðåïàðàìåòðèçàöèåé (ϕt).
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Ãîìîòîïèÿ ìåæäó äâóìÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ∗-ãîìîìîðôèçìàìè
îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî
∗-ãîìîìîðôèçìà A→ C ([0, 1];B). Äâå ðåïàðàìåòðèçàöèè îäíîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ∗-ãîìîìîðôèçìà ãîìîòîïíû.
Ëåãêî îïðåäåëèòü êîìïîçèöèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ∗-ãîìîìîðôèçìà è
íàñòîÿùåãî ∗-ãîìîìîðôèçìà, íî êîìïîçèöèÿ äâóõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
∗-ãîìîìîðôèçìîâ ìîæåò íå áûòü àñèìïòîòè÷åñêèì ∗-ãîìîìîðôèçìîì.
Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî îáîéòè ðåïàðàìåòðèçàöèåé. Ïóñòü A,B,C �
ñåïàðàáåëüíûå C*-àëãåáðû, (ϕt) : A→ B è (ψt) : B → C �
àñèìïòîòè÷åñêèå ∗-ãîìîìîðôèçìû. Òîãäà (ψr(t) ◦ ϕt) : A→ C �
àñèìïòîòè÷åñêèé ∗-ãîìîìîðôèçì ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîðàñòóùåé
ðåïàðàìåòðèçàöèè r .

Àñèìïòîòè÷åñêèé ∗-ãîìîìîðôèçì (ψt ◦ ϕt) : A→ C êîððåêòíî
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè.
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Äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ C*-àëãåáð A è B ïóñòü [[A,B]] îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ
∗-ãîìîìîðôèçìîâ èç A â B . A è B øåéïîâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ∗-ãîìîìîðôèçìû (αt) : A→ B è
βt : B → A, êîìïîçèöèè (βt) ◦ (αt) è (αt) ◦ (βt) êîòîðûõ ãîìîòîïíû
idA è idB ñîîòâåòñòâåííî.
Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ýòî äàåò îáû÷íóþ øåéïîâóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü (Ý. Ýôôðîñ, Ì. Äàäàðëàò).

Íà [[A,B]] íåò åñòåñòâåííîé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû. èñïîëüçóÿ
íàäñòðîéêó è íåêîììóòàòèâíóþ C*-àëãåáðó K êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ,
ìîæíî ñíàáäèòü ìíîæåñòâî E (A,B) = [[SA⊗K,SB ⊗K]] ñòðóêòóðîé
àáåëåâîé ãðóïïû (K íóæíà äëÿ ïðÿìûõ ñóìì, à íàäñòðîéêà äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî).

E (A,B) � ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûé áèôóíêòîð.
E (C,C (X )) ∼= K ∗(X ), E (C (X ),C) ∼= K∗(X ) (K -òåîðèÿ è K -ãîìîëîãèè
ñîîòâåòñòâåííî).
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Äàæå äëÿ êîììóòàòèâíûõ C*-àëãåáð ïîëåçíî âûéòè çà ïðåäåëû
êîììóòàòèâíîãî ìèðà, íàïðèìåð, òåíçîðíûì óìíîæåíèåì íà K.
Äðóãîé ïðèìåð ýòîãî äàþò ðàñøèðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A, B , E � C*-àëãåáðû. Åñëè B � èäåàë â E ñ ôàêòîðîì
A = E/B , òî ãîâîðÿò, ÷òî E � ðàñøèðåíèå A ñ ïîìîùüþ B .

Ðàñøèðåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå êîðîòêèõ òî÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

0 // B
i // E

p // A // 0 ,

ãäå ÿäðî êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ïðåäûäóùåãî.

Åñëè X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, Y ⊂ X �
åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî

0 // C0(X ,Y )
i // C (X )

p // C (Y ) // 0

� C*-ðàñøèðåíèå.
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Êîììóòàòèâíûå C*-ðàñøèðåíèÿ � í÷òî èíîå êàê ïàðû (X ,Y ), Y ⊂ X .
Òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ èíòåðåñíåå â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð: Ïóñòü S � îäíîñòîðîííèé ñäâèã â l2, T � àëãåáðà Ò¼ïëèöà,
ò.å. C*-àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííàÿ S . Ïîñêîëüêó I − SS∗ èìååò
ðàíã 1, T ñîäåðæèò âñå êîìïàêòíûå îïåðàòîðû, ò.å. K ⊂ T .
Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð S � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü. Ïîëó÷àåì
ðàñøèðåíèå 0→ K→ T → C (S1)→ 0.
Îáîáùàÿ, ïóñòü F � ñóùåñòâåííî íîðìàëüíûé îïåðàòîð â
ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ò.å. F ∗F − FF ∗ ∈ K) ñ
ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì X . Ïóñòü TF � C*-àëãåáðà ñ åäèíèöåé,
ïîðîæäåííàÿ F è K. Òîãäà 0→ K→ TF → C (X )→ 0 � ðàñøèðåíèå.
Åñëè F íîðìàëåí, òî ýòî ðàñøèðåíèå òðèâèàëüíî: TF = C (X )⊕K (êàê
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, íî íå àëãåáðû).

Â.Ì.Ìàíóéëîâ (ÌÃÓ) Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ 32 / 38



Çàäà÷à: Ïî äàííûì A è B êëàññèôèöèðîâàòü âñå òàêèå E , ÷òî
0→ B → E → A→ 0 � ðàñøèðåíèå C*-àëãåáð. Ñëîæíî!
1-å óïðîùåíèå: êëàññèôèöèðîâàòü ðàñøèðåíèÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî
íåêîòîðîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
2-å óïðîùåíèå: êëàññèôèêàöèÿ óïðîùàåòñÿ ïðèè íàëè÷èè
äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Òàêîâàÿ âîçíèêàåò, åñëè
âçÿòü B = K, òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìóþ ñóììó, èñïîëüçóÿ
∗-èçîìîðôèçì K ∼= M2(K):

Äëÿ äâóõ ðàñøèðåíèé 0→ K→ Ei → A→ 0, i = 1, 2, îïðåäåëèì

E1 ⊕ E2 =
{(

e1 k12
k21 e2

)
: k12, k21 ∈ K, ei ∈ Ei , q1(e1) = q2(e2)

}
,

ãäå qi : Ei → A, i = 1, 2, � ∗-ãîìîìîðôèçìû ôàêòîðèçàöèè.
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Äâà ðàñøèðåíèÿ, E1 è E2, C*�àëãåáðû A ñ ïîìîùüþ K óíèòàðíî
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ∗-èçîìîðôèçì α : K→ K è
∗-ãîìîìîðôèçì ϕ : E1 → E2, äåëàþùèå äèàãðàììó

0 // K //

α

��

E1
//

ϕ

��

A // 0

0 // K // E2
// A // 0

êîììóòàòèâíîé.

Ðàñøèðåíèå 0→ K→ E
q→ A→ 0 òðèâèàëüíî, åñëè îíî ðàñùåïëÿåòñÿ,

ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ∗-ãîìîìîðôèçì s : A→ E , ÷òî q ◦ s = idA.

Íàêîíåö, äâà ðàñøèðåíèÿ, E1 è E2, C*-àëãåáðû A ñ ïîìîùüþ K
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñùåïèìîå ðàñøèðåíèå F C*-àëãåáðû
A ñ ïîìîùüþ K, äëÿ êîòîðîãî E1⊕ F è E2⊕ F óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû.
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Ïóñòü Ext(A) � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñøèðåíèé A ñ
ïîìîùüþ K. Îïåðàöèÿ ïðÿìîé ñóììû ïðåâðàùàåò åãî â àáåëåâó
ïîëóãðóïïó ñ íóëåì. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ôóíêòîð Ext(C (X )) áûë
èçó÷åí Ë. Áðàóíîì, Ð. Äóãëàñîì è Ï. Ôèëëìîðîì (BDF-òåîðèÿ).

Òåîðåìà (BDF)

Ext(C (X )) ∼= K∗(X ) (K -ãîìîëîãèè). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòíûé ôóíêòîð ñîçíà÷åíèÿìè â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ C*-àëãåáð èçâåñòíî, ÷òî Ext(A) ìîæåò íå áûòü
ãðóïïîé. Äæ. Àíäåðñîí ïîñòîðèë ïåðâûé ïðèìåð C*-àëãåáðû A è åå
ðàñøèðåíèÿ ñ ïîìîùüþ K, íå èìåþùåå îáðàòíîãîðàñøèðåíèÿ.
Ìîæíî îñëàáèòü îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàñøèðåíèé, ÷òîáû
áîëüøå ðàñøèðåíèé ñòàëî îáðàòèìûìè. Îäíàêî

Theorem (Â. Ì. � Ê. Òîìñåí)

Äëÿ ëþáîãî ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêòîð íå ìîæåò áûòü ãðóïïîé
äëÿ íåêîòîðûõ C*-àëãåáð.
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Ïðèìåð (Ä. Âîéêóëåñêó): Ðàññìîòðèì ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n

Un =


0 1

0 1
. . .

. . .

0 1
1 0

 è Vn =


ω

ω2

ω3

. . .

ωn

 ,

ãäå ω = ωn = e2πi/n. Òîãäà UnVnU
−1
n V−1

n = ωn · E , ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Ïðè n→∞, ωn → 1, è ìàòðèöû Un è Vn àñèìïòîòè÷åñêè
êîììóòèðóþò. Ïîëåçíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ðàññìàòðèâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (Un,Vn) êàê
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû Z2 ñ
äâóìÿ îáðàçóþùèìè, a, b (ñ÷èòàåì, ÷òî �ïðåäñòàâëåíèå� πn ïåðåâîäèò
a â Un, b â Vn).
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Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöû U, V òàêîâû, ÷òî UVU−1V−1 áëèçêî ê
E , det(tUVU−1V−1 + (1− t)E ) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [0, 1]→ C \ {0} â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü áåç 0.
ßñíî, ÷òî f (0) = detE = 1, f (1) = det(UVU−1V−1) = 1. Ôóíêöèþ íà
îòðåçêå, èìåþùóþ ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ, ìîæíî ñ÷èòàòü
çàäàííîé íà îêðóæíîñòè, ïîýòîìó f çàäàåò îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè
S1 â C \ {0}. Êàæäîìó òàêîìó îòîáðàæåíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî
âðàùåíèÿ.
Êàê îáû÷íî â òîïîëîãèè, åñëè �ïîøåâåëèòü� U è V , çàìåíèâ èõ íà
áëèçêèå ê íèì ìàòðèöû, ÷èñëî âðàùåíèÿ íå èçìåíèòñÿ.
Åñëè UV = VU, òî f íå çàâèñèò îò t è òîæäåñòâåííî ðàâíà 1; åå ÷èñëî
âðàùåíèÿ ðàâíî 0.
Óïðàæíåíèå: Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö Un, Vn (ïðè n ≥ 3) ÷èñëî
âðàùåíèÿ ðàâíî 1.
Âûâîä: �ðÿäîì� ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì π = (πn)n∈N
ãðóïïû Z2 íå ñóùåñòâóåò �íàñòîÿùèõ� ïðåäñòàâëåíèé.
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Ïàðû ìàòðèö
(
Un 0
0 1

)
,
(
Vn 0
0 1

)
è Un+1, Vn+1 ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì Ut ,

Vt , t ∈ [n, n + 1] â ìàòðèöàõ ïîðÿäêà n + 1 òàê, ÷òî
‖UtVtU

−1
t V−1

t − E‖ < 2
n äëÿ âñåõ t ∈ [n, n + 1]. Ïîëó÷àåì

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Z2 â îáúåäèíåíèè
êîíå÷íîìåðíûõ óíèòàðíûõ ãðóïï.
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïï, çàäàííûõ îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè (íàäî òðåáîâàòü,
÷òîáû îáðàçû ñîîòíîøåíèé áûëè áëèçêè ê 1).
Êîíñòðóêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ À. Ñ. Ìèùåíêî, ïîçâîëÿåò êàíîíè÷åñêè
ñòðîèòü âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè ñ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé Γ ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Γ. Òàêèå
ðàññëîåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïî÷òè ïëîñêèìè. Äëÿ õîðîøèõ ãðóïï Γ òàê
ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ýëåìåíòû K 0(BΓ), ãäå BΓ � êëàññèôèöèðóþùåå
ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû Γ. Çàäà÷à îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê èçâåñòíûì ãèïîòåçàì
Íîâèêîâà è Áàóìà�Êîííà.
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