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1. Êîìáèíàòîðèêà.

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, . . . ,m}
(íàáîð ïîäìíîæåñòâ â [m], çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ).

I = {i1, . . . , ik} ∈ K � ñèìïëåêñ (èëè ãðàíü) ðàçìåðíîñòè k − 1.
Âñåãäà ∅ ∈ K.

fi = fi (K) � ÷èñëî ãðàíåé (ñèìïëåêñîâ) ðàçìåðíîñòè i .
Ïóñòü dimK = n − 1.

f (K) = (f0, f1, . . . , fn−1) � f -âåêòîð. f0 = m.
h-âåêòîð h(K) = (h0, h1 . . . , hn) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

h0t
n + h1t

n−1 + · · ·+ hn = (t − 1)n + f0(t − 1)n−1 + · · ·+ fn−1.

K � òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû, åñëè |K| ∼= Sn−1.
Ïðèìåð: ãðàíèöà âûï. n-ìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Áóõøòàáåð, Ãàéôóëëèí, Ïàíîâ (ÌÃÓ) Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ßðîñëàâëü, 15.03.2012 3 / 29



Îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëà ãðàíåé

Âîïðîñ: êàê îõàðàêòåðèçîâàòü f -âåêòîðû (èëè h-âåêòîðû) äëÿ
èíòåðåñíûõ êëàññîâ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ (íàïðèìåð,
ìíîãîãðàííèêîâ, òðèàíãóëÿöèé ñôåð èëè òðèàíãóëÿöèé ìíîãîîáðàçèé)?

Ïðèìåðû îãðàíè÷åíèé íà f (K):

f0 − f1 + . . .+ (−1)n−1fn−1 = χ(K) ⇐⇒ hn − h0 = χ(K)− χ(Sn−1);

2fn−2 = nfn−1, åñëè K � òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû èëè ìíîãîîáðàçèÿ;

hi = hn−i , åñëè |K| ∼= Sn−1 (ñîîòíîøåíèÿ Äåíà�Ñîììåðâèëëÿ);

f1 6 C 2
f0
;

f0 > n + 1 ⇐⇒ h0 6 h1, åñëè |K| ∼= Sn−1;

f1 > nf0 − C 2
n+1 ⇐⇒ h1 6 h2, åñëè |K| ∼= Sn−1.
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Òåîðåìà (Áèëëåðà�Ëè, Ñòåíëè, 1980)

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáîð

(f0, f1, . . . , fn−1) áûë f -âåêòîðîì ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà:

à) hi = hn−i ïðè i = 0, . . . , n;
á) h0 6 h1 6 h2 6 . . . 6 h[n/2];

â) . . . (îãðàíè÷åíèå íà ðîñò hi ).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìíîãîãðàííèêó P ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîå
òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XP , äëÿ êîãîìîëîãèé êîòîðîãî èìååì

dimH2i (XP ,Q) = hi (P).

Òîãäà à) âûòåêàåò èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå, à á) è â) � èç ñèëüíîé
òåîðåìû Ëåôøåöà äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðîáëåìà (ãèïîòåçà Ìàêìþëëåíà)

Âåðíî ëè, ÷òî òå æå óñëîâèÿ à)�â) õàðàêòåðèçóþò f -âåêòîðû
òðèàíãóëÿöèé ñôåð?
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Êàê ïîëó÷àòü òðèàíãóëÿöèè, íå ïðîèñõîäÿùèå èç ìíîãîãðàííèêîâ?

Èìåþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû:

ñôåðà Áàðíåòòà è ñôåðà Áðþêíåðà â ðàçìåðíîñòè 3;

äâîéíàÿ íàäñòðîéêà íàä ñôåðîé Ïóàíêàðå â ðàçìåðíîñòè 5.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïðèìåðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè
íàäñòðîéêè, ñîåäèíåíèÿ (äæîéíà) è áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
(ôëèïû).
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Áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàçìåðíîñòè 2 è 3
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Òåîðåìà (Ïàõíåð)

Äâå òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíó èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àâ ñ íå êóñî÷íî-ëèíåéíîé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû
(íàïðèìåð, ñ äâîéíîé íàäñòðîéêè íàä ñôåðîé Ïóàíêàðå) è ïðèìåíÿÿ ê
íåé áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èì âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà.

Ïîâåäåíèå h-âåêòîðà ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ëåãêî
êîíòðîëèðóåìî. Èìåþòñÿ êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû (Bistellar),
âûïîëíÿþùèå ýòó ïðîöåäóðó.

Îäíàêî êîíòðïðèìåðîâ ê ãèïîòåçå Ìàêìþëëåíà íà ýòîì ïóòè ïîêà
ïîëó÷åíî íå áûëî...
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2. Òîïîëîãèÿ.

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé ïîëèäèñê â Cm:

Dm =
{

(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi | 6 1
}
.

Äëÿ êàæäîãî I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] ïîëîæèì

BI :=
{

(z1, . . . , zm) ∈ Dm : |zj | = 1 ïðè j /∈ I
}
.

Îïðåäåëèì ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ

ZK =
⋃
I∈K

BI ⊂ Dm

Ýòî � èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî ïîêîîðäèíàòíîãî
äåéñòâèÿ ñòàíäàðòíîãî òîðà

Tm =
{

(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi | = 1, i = 1, . . . ,m
}
.
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Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ W ⊂ X è I ⊂ [m] ïîëîæèì

(X ,W )I =
{

(x1, . . . , xm) ∈ Xm : xj ∈W ïðè j /∈ I
} ∼= ∏

i∈I
X ×

∏
i /∈I

W ,

è îïðåäåëèì ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ïàðû (X ,W ):

(X ,W )K =
⋃
I∈K

(X ,W )I ⊂ Xm.

Òîãäà ZK = (D, S)K, ãäå S � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.
Äðóãîé ïðèìåð: äîïîëíåíèå íàáîðà êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

U(K) = Cm \
⋃

{i1,...,ik}/∈K

{z ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0} =

= (C,C×)K =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

C×
∏
i /∈I

C×
)
,

ãäå C× = C \ {0}. Î÷åâèäíî, ZK ⊂ U(K).

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð�Ïàíîâ)

à) Èìååòñÿ äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ U(K)→ ZK;
á) ïóñòü |K| ∼= Sn−1. Òîãäà ZK ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.
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3. Êîìáèíàòîðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà.

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, 2, . . . ,m}.
Êîëüöî ãðàíåé (êîëüöî Ñòåíëè�Ðàéñíåðà):

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]
/(
vi1 · · · vik : {i1, . . . , ik} /∈ K

)
, deg vi = 2.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð�Ïàíîâ)

Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì (áè)ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð

H∗(ZK) ∼= TorZ[v1,...,vm]

(
Z[K],Z

)
.

Ñëåäñòâèå

Åñëè K � òðèàíãóëÿöèÿ (n − 1)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî èç

äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå äëÿ ZK âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

hn−i − hi = (−1)i
(
χ(K)− χ(Sn−1)

)
C i
n

(îáîáù¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ Äåíà�Ñîììåðâèëëÿ).
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Ðàçìåðíîñòè áèãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò Tor-ãðóïï

β−i ,2j(Z[K]) := dimTor
−i ,2j
Z[v1,...,vm]

(
Z[K],Z

)
ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òîíêèìè êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè K.

Êîìïîíåíòû f - è h-âåêòîðà K âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëà β−i ,2j(Z[K]).

Áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè β−i ,2j(Z[K]) òàêæå ìîæíî âû÷èñëÿòü
÷åðåç ñèìïëèöèàëüíûå êîãîìîëîãèè K:

Òåîðåìà (Õîõñòåð)

Tor
−i ,2j
Z[v1,...,vm](Z[K ],Z) ∼=

⊕
J⊂[m], |J|=j

H̃ j−i−1(K |J),

ãäå K |J � ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ (îãðàíè÷åíèå K íà J ⊂ {1, . . . ,m}).

Äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñëàìè β−i ,2j(Z[K]) ìîæíî òàêæå ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ïàêåò Macaulay 2 äëÿ âû÷èñëåíèé â êîììóòàòèâíîé
àëãåáðå.
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4. Áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè
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Òåîðåìà (Ó. Ïàõíåð, 1987)

Ëþáûå äâå êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî è

òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèçìîâ.
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Ïðèëîæåíèÿ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çâ¼çäíûõ
ïîäðàçäåëåíèé è ðîäñòâåííûõ îïåðàöèé

1 Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî
ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà òðèàíãóëèðîâàííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ (À. À. Ãàéôóëëèí, 2004).

2 Äîêàçàíà èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Ãàëà î ñâîéñòâàõ ÷èñåë ãðàíåé
ôëàãîâûõ ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ äëÿ íåñòîýäðîâ
(Â.Ä. Âîëîäèí, 2010). Ïîëó÷åíû òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå
ãðàíèöû äëÿ ôëàãîâûõ ÷èñåë ìíîãèõ âàæíûõ ñåìåéñòâ ôëàãîâûõ
ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Â.Ä. Âîëîäèí, 2011). Â îñíîâå
îöåíîê ëåæèò òî, ÷òî âñå ìíîãîãðàííèêè ýòèõ ñåìåéñòâ
ïîëó÷àþòñÿ èç êóáà ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñðåçêàìè ãðàíåé
êîðàçìåðíîñòè 2.

3 Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ
äàííîé ðàçìåðíîñòè êîëåö ôëàãîâûõ âåêòîðîâ âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Í.Þ. Åðîõîâåö, 2011).
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Ïðèëîæåíèÿ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çâ¼çäíûõ
ïîäðàçäåëåíèé è ðîäñòâåííûõ îïåðàöèé

4 Äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà
ñèìïëèöèàëüíîãî 4-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ïî åãî
êîìáèíàòîðíîìó ñòðîåíèþ è íàáîðó äëèí åãî ð¼áåð.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòîÿíñòâà îáú¼ìà ïðîèçâîëüíîãî èçãèáàåìîãî
4-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. (À. À. Ãàéôóëëèí, 2011)
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Êîìáèíàòîðíîå âû÷èñëåíèå êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

Êëàññû Ïîíòðÿãèíà � êëàññè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèé; èõ
îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà
ìíîãîîáðàçèè.

Â 1957/58 ãîäàõ Â. À. Ðîõëèí è À. Ñ. Øâàðö è, íåçàâèñèìî,
Ð. Òîì äîêàçàëè èíâàðèàíòíîñòü ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà îòíîñèòåëüíî êóñî÷íî ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ.
Ýòîò ðåçóëüòàò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèë çàäà÷ó î
êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà
ìíîãîîáðàçèÿ ïî åãî òðèàíãóëÿöèè.

Âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé çàäà÷å ïîëó÷èëè
Ãàáðèýëîâ�Ãåëüôàíä�Ëîñèê (1975), ÌàêÔåðñîí (1977),
Ëåâèòò�Ðóðê (1978), ×èãåð (1983), Ãåëüôàíä�ÌàêÔåðñîí (1992),
îäíàêî îêîí÷àòåëüíîå å¼ ðåøåíèå ïîëó÷åíî íå áûëî.
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Òåîðåìà (À. À. Ãàéôóëëèí, 2004)

1 Èìååòñÿ ÿâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó m-ìåðíîìó

(îðèåíòèðîâàííîìó) êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K âû÷èñëÿåò

(m − 4)-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé öèêë Z ∈ Cm−4(K ,Q), êëàññ
ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ïåðâîìó

ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K.

2 Öèêë Z âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìíîãîîáðàçèþ K ëîêàëüíî: îí èìååò âèä

Z =
∑

dimσ=m−4
cσσ,

ãäå êîýôôèöèåíò cσ çàâèñèò òîëüêî îò ëîêàëüíîãî ñòðîåíèÿ

òðèàíãóëÿöèè K â îêðåñòíîñòè ñèìïëåêñà σ, òî÷íåå, îò ëèíêà Lσ
ñèìïëåêñà σ â K. (Ëèíê σ åñòü òðèàíãóëÿöèÿ 3-ìåðíîé ñôåðû.)

3 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà cσ íàäî ïåðåâåñòè ëèíê Lσ â

ãðàíèöó 4-ñèìïëåêñà áèçâ¼çäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

Lσ = L1  L2  · · · Lk = ∂∆4

è ïðîñóììèðîâàòü âêëàäû âñåõ ýòèõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ôîðìóëà Ãåðîíà
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Ôîðìóëà Ãåðîíà
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Ôîðìóëà Êýëè�Ìåíãåðà

Ïóñòü ∆ ⊂ Rn � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè p0, p1, . . . , pn è
`ij � äëèíà ðåáðà pipj .

Îïðåäåëèòåëü Êýëè�Ìåíãåðà:

CM(p0, . . . , pn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 · · · 1
1 0 `201 `202 · · · `20n
1 `201 0 `212 · · · `21n
1 `202 `212 0 · · · `22n
...

...
...

...
. . .

...
1 `20n `21n `22n · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Òîãäà

V 2(∆) =
(−1)n+1

2n(n!)2
CM(p0, . . . , pn).
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Âû÷èñëåíèå îáú¼ìà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà

Ïðîáëåìà

Ïóñòü n > 3. Ìîæíî ëè íàéòè ôîðìóëó äëÿ îáú�åìà ñèìïëèöèàëüíîãî
n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ÷åðåç äëèíû åãî ð�åáåð?

Ýêâèâàëåíòíàÿ ïðîáëåìà

Ïóñòü n > 3. Ìîæíî ëè íàéòè ôîðìóëó äëÿ îáú�åìà ïðîèçâîëüíîãî
n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ÷åðåç âíóòðåííèå ìåòðèêè åãî ãðàíåé, òî
åñòü ÷åðåç äëèíû ð�åáåð è äëèíû äèàãîíàëåé ñîáñòâåííûõ ãðàíåé?

�Íàéòè ôîðìóëó� îçíà÷àåò íàéòè ñîîòíîøåíèå âèäà

VN + a1(`)VN−1 + · · ·+ aN(`) = 0,

ãäå aj � ìíîãî÷ëåíû îò äëèí ð¼áåð ìíîãîãðàííèêà.

n = 3: ÄÀ, È. Õ. Ñàáèòîâ, 1996.

n = 4: ÄÀ, À. À. Ãàéôóëëèí, 2011.

n > 5: ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÎ
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×òî òàêîå ñèìïëèöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê â R4?

Íàèâíûé îòâåò: Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé 3-ìåðíîé
ïîëèýäðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Áîëåå îáùèé îòâåò: Ãðàíèöà ìíîãîãðàííèêà � 3-ìåðíûé öèêë â R4, òî
åñòü ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè)
îðèåíòèðîâàííûõ âûïóêëûõ 3-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ â R4 òàêàÿ, ÷òî å¼
àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðàíèöà ðàâíà íóëþ.

Äëÿ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ îáîáù¼ííûé îáú¼ì.
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Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà (n = 4)

Òåîðåìà (À. À. Ãàéôóëëèí, 2011)

Äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî òèïà ìíîãîãðàííèêîâ ñóùåñòâóåò

ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

Q(V , `) = VN + a1(`)VN−1 + a2(`)VN−2 + . . .+ aN(`)

ìåæäó îáú¼ìîì V ìíîãîãðàííèêà è íàáîðîì ` äëèí åãî ð¼áåð. Çäåñü

aj(`) � ìíîãî÷ëåíû îò äëèí ð¼áåð ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èíäóêòèâíîå (ïî ÷èñëó âåðøèí,
íàèìåíüøåé ñòåïåíè âåðøèíû è ò. ï.). Óïðîùåíèå ìíîãîãðàííèêà
ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé: ê
ãðàíèöå ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ïðèáàâèòü èëè îòíÿòü ãðàíèöó
êàêîãî-ëèáî 4-ìåðíîãî âûïóêëîãî ñèìïëåêñà â R4.

Òàêèå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè àíàëîãàìè áèçâ¼çäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè.
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Èçãèáàåìûå ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Èçãèáàíèå ìíîãîãðàííèêà � íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ
Pt , 0 6 t 6 1, òàêîå, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ãðàíè Pt îñòàþòñÿ
êîíãðóýíòíûìè ñåáå â ïðîöåññå èçãèáàíèÿ, íî ìíîãîãðàííèêè Pt1 è Pt2

íå êîíãðóýíòíû ïðè t1 6= t2.

Òåîðåìà Êîøè: Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè íåèçãèáàåìû.

Áðèêàð, 1897: Èçãèáàåìûå ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ îêòàýäðû.

Êîííåëëè, 1977: Ïðèìåð âëîæåííîãî èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà.

Øòåôôåí, 1978: Ïðîñòåéøèé èç èçâåñòíûõ âëîæåííûõ
èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ (9 âåðøèí).

Ôîãåëüçàíãåð, 1988: Ìíîãîãðàííèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ
íåèçãèáàåìû.

Âàëüö, 1998, Øòàõåëü, 2000: Èçãèáàåìûå 4-ìåðíûå
êðîññ-ïîëèòîïû.

Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè èçãèáàåìûå ìíîãîãðàííèêè â Rn, n>5.
Áóõøòàáåð, Ãàéôóëëèí, Ïàíîâ (ÌÃÓ) Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ßðîñëàâëü, 15.03.2012 23 / 29



Èçãèáàåìûé îêòàýäð Áðèêàðà ïåðâîãî òèïà
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Èçãèáàåìûé îêòàýäð Áðèêàðà âòîðîãî òèïà
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Èçãèáàåìûé ìíîãîãðàííèê Êîííåëëè � ïåðâûé ïðèìåð
âëîæåííîãî èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà
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Èçãèáàåìûé ìíîãîãðàííèê Øòåôôåíà � ïðîñòåéøèé èç
èçâåñòíûõ âëîæåííûõ èçãèáàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ
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Ãèïîòåçà î êóçíå÷íûõ ìåõàõ

Ãèïîòåçà (≈1978)
Îáú�åì V (Pt) èçãèáàåìîãî ìíîãîãðàííèêà ïîñòîÿíåí â ïðîöåññå

èçãèáàíèÿ.

Òåîðåìà

1 (È. Õ. Ñàáèòîâ, 1996) Ãèïîòåçà î êóçíå÷íûõ ìåõàõ âåðíà â

ðàçìåðíîñòè 3.

2 (À. À. Ãàéôóëëèí, 2011) Ãèïîòåçà î êóçíå÷íûõ ìåõàõ âåðíà â

ðàçìåðíîñòè 4.
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