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À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïàðàëëåëîýäðû

Îïðåäåëåíèå

Âûïóêëûé d -ìåðíûé ìíîãîãðàííèê P íàçûâàåòñÿ

ïàðàëëåëîýäðîì, åñëè âñå ïðîñòðàíñòâî Rd ìîæíî ðàçáèòü íà

ïàðàëëåëüíûå êîïèè P .

Äâà òèïà äâóìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ
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Òðåõìåðíûå ïàðàëëåëîýäðû

Â 1885 ãîäó ðîññèéñêèé êðèñòàëëîãðàô Å.Ñ.Ôåäîðîâ

êëàññèôèöèðîâàë âñå ïÿòü òèïîâ òðåõìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ.

Ïàðàëëåëåïèïåä è øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ñ

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì îñíîâàíèåì
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Â 1885 ãîäó ðîññèéñêèé êðèñòàëëîãðàô Å.Ñ.Ôåäîðîâ
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Ïàðàëëåëåïèïåä è øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ñ

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì îñíîâàíèåì

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Òðåõìåðíûå ïàðàëëåëîýäðû

Ðîìáîäîäåêàýäð è óäëèíåííûé äîäåêàýäð

Óñå÷åííûé îêòàýäð
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Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîýäðîâ

Òåîðåìà (Ã.Ìèíêîâñêèé, 1897)

Ëþáîé d-ìåðíûé ïàðàëëåëîýäð P óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì:

1 P öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí;

2 Ëþáàÿ ãèïåðãðàíü P öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íà;

3 Ïðîåêöèÿ P âäîëü ëþáîé ãðàíè ðàçìåðíîñòè d − 2 �

ïàðàëëåëîãðàìì èëè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé

øåñòèóãîëüíèê.

Òåîðåìà (Á.À.Âåíêîâ, 1954)

Òðè óñëîâèÿ Ìèíêîâñêîãî äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìíîãîãðàííèê P ÿâëÿëñÿ ïàðàëëåëîýäðîì.
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Ëþáîé d-ìåðíûé ïàðàëëåëîýäð P óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì:
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Â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè ïàðàëëåëîýäðîâ ðàçáèåíèå âñåãäà

ñ÷èòàëîñü ðàçáèåíèåì ãðàíü-â-ãðàíü, êîãäà ïåðåñå÷åíèå äâóõ

ïàðàëëåëîýäðîâ � ãðàíü êàæäîãî èç íèõ.

Òåîðåìà (Ï.ÌàêÌàëëåí, 1980)

Ëþáîé ïàðàëëåëîýäð (ðàçáèåíèå íå îáÿçàòåëüíî ãðàíü-â-ãðàíü!)

óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì Ìèíêîâñêîãî, à ñëåäîâàòåëüíî

äîïóñêàåò è ðàçáèåíèå ãðàíü-â-ãðàíü.
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Ïàðàëëåëîýäðû è ðåøåòêè

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå TP ãðàíü-â-ãðàíü íà êîïèè

ïàðàëëåëîýäðà P . Îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ.

Öåíòðû âñåõ ïàðàëëåëîýäðîâ îáðàçóþò d -ìåðíóþ ðåøåòêó ΛP .
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Î êîëè÷åñòâå ãèïåðãðàíåé ïàðàëëåëîýäðîâ

Òåîðåìà (Ã.Ìèíêîâñêèé, 1897)

Êîëè÷åñòâî ãèïåðãðàíåé d-ìåðíîãî ïàðàëëåëîýäðà íå

ïðåâîñõîäèò 2(2d − 1), ïðè÷åì ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ

íåóëó÷øàåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî êëàññà ÷åòíîñòè ðåøåòêè íàéäåòñÿ íà áîëåå äâóõ

òî÷åê, ïàðàëëåëîýäðû êîòîðûõ èìåþò îáùóþ ãèïåðãðàíü ñ

ôèêñèðîâàííîé êîïèåé P .
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Îïðåäåëåíèå

Ãðàíü ïàðàëëåëîýäðà P (èëè ðàçáèåíèÿ T (P)) íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíîé åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ

ïàðàëëåëîýäðîâ â T (P).

Íàïðèìåð, âñå ãèïåðãðàíè P ñòàíäàðòíû.

Ñðåäè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 2 ñòàíäàðòíû òîëüêî òå,

ïðîåêöèÿ âäîëü êîòîðûõ åñòü ïàðàëëåëîãðàìì.

Âñå ãðàíè d -ìåðíîãî êóáà ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè.

Ñòàíäàðòíûå ãðàíè ïàðàëëåëîýäðà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû è

ñîîòâåòñòâóþò ïîëóöåëûì òî÷êàì ðåøåòêè.
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À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ñòàíäàðòíûå ãðàíè

Îïðåäåëåíèå

Ãðàíü ïàðàëëåëîýäðà P (èëè ðàçáèåíèÿ T (P)) íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíîé åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ

ïàðàëëåëîýäðîâ â T (P).

Íàïðèìåð, âñå ãèïåðãðàíè P ñòàíäàðòíû.

Ñðåäè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 2 ñòàíäàðòíû òîëüêî òå,

ïðîåêöèÿ âäîëü êîòîðûõ åñòü ïàðàëëåëîãðàìì.

Âñå ãðàíè d -ìåðíîãî êóáà ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè.

Ñòàíäàðòíûå ãðàíè ïàðàëëåëîýäðà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû è

ñîîòâåòñòâóþò ïîëóöåëûì òî÷êàì ðåøåòêè.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïîÿñ ïàðàëëåëëîýäðà

Îïðåäåëåíèå

Ïîÿñîì ïàðàëëåëîýäðà P , ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè F

ðàçìåðíîñòè d − 2, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãèïåðãðàíåé,

ïàðàëëåëüíûõ F .

Â ëþáîì ïîÿñå 4 èëè 6 ãðàíåé, òàê êàê âñå ãðàíè ïîÿñà

ïðîåöèðóþòñÿ â ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåãî

ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïîÿñ ñòàíäàðòíîé ãðàíè F ñîñòîèò èç 4 ãèïåðãðàíåé, à

íåñòàíäàðòíîé � èç 6.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïîÿñ ïàðàëëåëëîýäðà

Îïðåäåëåíèå

Ïîÿñîì ïàðàëëåëîýäðà P , ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè F

ðàçìåðíîñòè d − 2, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãèïåðãðàíåé,

ïàðàëëåëüíûõ F .

Â ëþáîì ïîÿñå 4 èëè 6 ãðàíåé, òàê êàê âñå ãðàíè ïîÿñà

ïðîåöèðóþòñÿ â ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåãî

ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïîÿñ ñòàíäàðòíîé ãðàíè F ñîñòîèò èç 4 ãèïåðãðàíåé, à

íåñòàíäàðòíîé � èç 6.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Òåîðåìà îá èíäåêñå

Îïðåäåëåíèå

Èíäåêñîì ñòàíäàðòíîé ãðàíè F ïàðàëëåëîýäðà P íàçûâàåòñÿ

÷èñëî
1

n(F )
, ãäå n(F ) � êîëè÷åñòâî êîïèé P â T (P), êîòîðûå

ñõîäÿòñÿ â F .

Òåîðåìà (Í.Äîëáèëèí, Òåîðåìà îá èíäåêñå, 2009)

∑
ñò. ãðàíè

1

n(F )
= 2d − 1.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò îöåíêà íà êîëè÷åñòâî ãèïåðãðàíåé,

òàê êàê êàæäàÿ ãðàíü äàåò âêëàä 1
2
â ñóììó.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Òåîðåìà îá èíäåêñå

Îïðåäåëåíèå

Èíäåêñîì ñòàíäàðòíîé ãðàíè F ïàðàëëåëîýäðà P íàçûâàåòñÿ

÷èñëî
1

n(F )
, ãäå n(F ) � êîëè÷åñòâî êîïèé P â T (P), êîòîðûå

ñõîäÿòñÿ â F .

Òåîðåìà (Í.Äîëáèëèí, Òåîðåìà îá èíäåêñå, 2009)

∑
ñò. ãðàíè

1

n(F )
= 2d − 1.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò îöåíêà íà êîëè÷åñòâî ãèïåðãðàíåé,

òàê êàê êàæäàÿ ãðàíü äàåò âêëàä 1
2
â ñóììó.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïàðàëëåëîýäðû è ðåøåòêè � 2

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ d -ìåðíóþ ðåøåòêó Λ è åå

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O.

Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê, ñîñòÿùèé èç âñåõ òî÷åê,

êîòîðûå áëèæå ê O ÷åì ê äðóãèì òî÷êàì ðåøåòêè

(ìíîãîãðàííèê Äèðèõëå-Âîðîíîãî ðåøåòêè Λ).

Ìíîãîãðàííèê DVΛ ïàðàëëåëîýäð, à òî÷êè Λ � öåíòðû

ìíîãîãðàííèêîâ ðàçáèåíèÿ.

O

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïàðàëëåëîýäðû è ðåøåòêè � 2

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ d -ìåðíóþ ðåøåòêó Λ è åå

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O.

Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê, ñîñòÿùèé èç âñåõ òî÷åê,

êîòîðûå áëèæå ê O ÷åì ê äðóãèì òî÷êàì ðåøåòêè

(ìíîãîãðàííèê Äèðèõëå-Âîðîíîãî ðåøåòêè Λ).

Ìíîãîãðàííèê DVΛ ïàðàëëåëîýäð, à òî÷êè Λ � öåíòðû

ìíîãîãðàííèêîâ ðàçáèåíèÿ.

O

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïàðàëëåëîýäðû è ðåøåòêè � 2

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ d -ìåðíóþ ðåøåòêó Λ è åå

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O.

Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê, ñîñòÿùèé èç âñåõ òî÷åê,

êîòîðûå áëèæå ê O ÷åì ê äðóãèì òî÷êàì ðåøåòêè

(ìíîãîãðàííèê Äèðèõëå-Âîðîíîãî ðåøåòêè Λ).

Ìíîãîãðàííèê DVΛ ïàðàëëåëîýäð, à òî÷êè Λ � öåíòðû

ìíîãîãðàííèêîâ ðàçáèåíèÿ.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî

Ãèïîòåçà (Ã.Âîðîíîé, 1909)

Ëþáîé ïàðàëëåëîýäð àôôèííî ýêâèâàëåíòåí ìíîãîãðàííèêó

Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîé ðåøåòêè Λ.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ìàëûå ðàçìåðíîñòè

Ñëó÷àé d = 2 ñ÷èòàåòñÿ ôîëüêëîðíûì.

Ñëó÷àé d = 3. Âñå òðåõìåðíûå ïàðàëëåëîýäðû

ïåðå÷èñëåíû Ôåäîðîâûì, äëÿ êàæäîãî èç íèõ íåñëîæíî

ïðîâåðèòü ãèïîòåçó Âîðîíîãî.

Ñëó÷àé d = 4. Â 1929 Á.Äåëîíå ïåðå÷èñëèë 51

÷åòûðåõìåðíûé ïàðàëëëåîýäð; â 1973 Øòîãðèí äîáàâèë

ïîñëåäíèé 52-é ïàðàëëåëîýäð è òåì ñàìûì çàâåðøèë

êëàññèôèêàöèþ â ñëó÷àå d = 4.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Äóàëüíûå êëåòêè

Îïðåäåëåíèå

Äóàëüíîé êëåòêîé äëÿ ãðàíè F ðàçáèåíèÿ T (P) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ ïàðàëëëåëîýäðîâ, ñõîäÿùèõñÿ â F .

Êëåòêà íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé åñëè ðàçìåðíîñòü F ðàâíà d − k .

Íà äóàëüíûõ êëåòêàõ çàäàíà ñòðóêòóðà êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Ñóùåñòâóåò ïÿòü êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ òðåõìåðíûõ äàóëüíûõ

êëåòîê: òåòðàýäð, îêòàýäð, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà,

òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà è êóá.

Òåîðåìà (À.Ìàãàçèíîâ, 2012)

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêå íå áîëüøå 2k .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Äóàëüíûå êëåòêè

Îïðåäåëåíèå

Äóàëüíîé êëåòêîé äëÿ ãðàíè F ðàçáèåíèÿ T (P) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ ïàðàëëëåëîýäðîâ, ñõîäÿùèõñÿ â F .

Êëåòêà íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé åñëè ðàçìåðíîñòü F ðàâíà d − k .

Íà äóàëüíûõ êëåòêàõ çàäàíà ñòðóêòóðà êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Ñóùåñòâóåò ïÿòü êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ òðåõìåðíûõ äàóëüíûõ

êëåòîê: òåòðàýäð, îêòàýäð, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà,

òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà è êóá.

Òåîðåìà (À.Ìàãàçèíîâ, 2012)

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêå íå áîëüøå 2k .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Äóàëüíûå êëåòêè

Îïðåäåëåíèå

Äóàëüíîé êëåòêîé äëÿ ãðàíè F ðàçáèåíèÿ T (P) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ ïàðàëëëåëîýäðîâ, ñõîäÿùèõñÿ â F .

Êëåòêà íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé åñëè ðàçìåðíîñòü F ðàâíà d − k .

Íà äóàëüíûõ êëåòêàõ çàäàíà ñòðóêòóðà êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Ñóùåñòâóåò ïÿòü êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ òðåõìåðíûõ äàóëüíûõ

êëåòîê: òåòðàýäð, îêòàýäð, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà,

òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà è êóá.

Òåîðåìà (À.Ìàãàçèíîâ, 2012)

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêå íå áîëüøå 2k .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Äóàëüíûå êëåòêè

Îïðåäåëåíèå

Äóàëüíîé êëåòêîé äëÿ ãðàíè F ðàçáèåíèÿ T (P) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ ïàðàëëëåëîýäðîâ, ñõîäÿùèõñÿ â F .

Êëåòêà íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé åñëè ðàçìåðíîñòü F ðàâíà d − k .

Íà äóàëüíûõ êëåòêàõ çàäàíà ñòðóêòóðà êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Ñóùåñòâóåò ïÿòü êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ òðåõìåðíûõ äàóëüíûõ

êëåòîê: òåòðàýäð, îêòàýäð, ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà,

òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà è êóá.

Òåîðåìà (À.Ìàãàçèíîâ, 2012)

Êîëè÷åñòâî âåðøèí â k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêå íå áîëüøå 2k .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïîäõîä Âîðîíîãî � êàíîíè÷åñêèå íîðìèðîâêè

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ n(F ), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ãèïåðãðàíåé

ðàçáèåíèÿ TP íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêîé åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà ãèïåðãðàíè Fi , êîòîðûå

ñîäåðæàò (d − 2)-ìåðíóþ ãðàíü G :

G F1

e1

F2

e2

F3

e3

G F1

e1

F2

e2

F3

e3

F4

e4

∑
±n(Fi )ei = 0

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ïîäõîä Âîðîíîãî � êàíîíè÷åñêèå íîðìèðîâêè

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ n(F ), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ãèïåðãðàíåé

ðàçáèåíèÿ TP íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêîé åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà ãèïåðãðàíè Fi , êîòîðûå

ñîäåðæàò (d − 2)-ìåðíóþ ãðàíü G :

G F1

e1

F2

e2

F3

e3

G F1

e1

F2

e2

F3

e3

F4

e4

∑
±n(Fi )ei = 0

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Êàíîíè÷åñêàÿ íîðìèðîâêà

Êàê ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêóþ íîðìèðîâêó äëÿ äàííîãî

ðàçáèåíèÿ TP?

Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ

íåñòàíäàðòíóþ (d − 2)-ãðàíü òî çíà÷åíèå êàíîíè÷åñêîé
íîðìèðîâêè íà îäíîé ãèïåðãðàíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

çíà÷åíèå íà äðóãîé.

Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ ñòàíäàðòíóþ

(d − 2)-òî åäèíñòâåííîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè F1
è F2 ïðîòèâîïîëîæíû, òî çíà÷åíèÿ íîðìèðîâêè ðàâíû.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Êàíîíè÷åñêàÿ íîðìèðîâêà

Êàê ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêóþ íîðìèðîâêó äëÿ äàííîãî

ðàçáèåíèÿ TP?
Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ

íåñòàíäàðòíóþ (d − 2)-ãðàíü òî çíà÷åíèå êàíîíè÷åñêîé
íîðìèðîâêè íà îäíîé ãèïåðãðàíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

çíà÷åíèå íà äðóãîé.

Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ ñòàíäàðòíóþ

(d − 2)-òî åäèíñòâåííîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè F1
è F2 ïðîòèâîïîëîæíû, òî çíà÷åíèÿ íîðìèðîâêè ðàâíû.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Êàíîíè÷åñêàÿ íîðìèðîâêà

Êàê ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêóþ íîðìèðîâêó äëÿ äàííîãî

ðàçáèåíèÿ TP?
Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ

íåñòàíäàðòíóþ (d − 2)-ãðàíü òî çíà÷åíèå êàíîíè÷åñêîé
íîðìèðîâêè íà îäíîé ãèïåðãðàíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

çíà÷åíèå íà äðóãîé.

Åñëè äâå ãèïåðãðàíè F1 è F2 ñîäåðæàò îáùóþ ñòàíäàðòíóþ

(d − 2)-òî åäèíñòâåííîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè F1
è F2 ïðîòèâîïîëîæíû, òî çíà÷åíèÿ íîðìèðîâêè ðàâíû.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Äîïóñòèì ó íàñ åñòü ðàçáèåíèå TP .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Ìû ïîñòðîèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ � æåíåðàòðèññó

G : Rd −→ R.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Øàã 1: Ïîëîæèì G ðàâíîé 0 íà îäíîì èç ìíîãîãðàííèêîâ.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Øàã 2: Êîãäà ìû ïåðåõîäèì ÷åðåç ãèïåðãðàíü, òî ãðàäèåíò G
ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêîé.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Øàã 2: À èìåííî, åñëè ìû ïåðåõîäèì ÷åðåç ãèïåðãðàíü F ñ

íîðìàëüþ e, òî ê ãðàäèåíòó äîáàâëÿåòñÿ âåêòîð n(F )e.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ G �

æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Æåíåðàòðèññà Âîðîíîãî � 2

Íà ÷òî ïîõîæ ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè?

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ñâîéñòâà Æåíåðàòðèññû

Ãðàôèê G ïîõîæ íà �êóñî÷íî-ëèíåéíûé� ïàðàáîëîèä.

Íàéäåòñÿ ïàðàáîëîèä y = xTQx äëÿ íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q, êàñàþùèéñÿ G â

öåíòðàõ øåñòèóãîëüíûõ (â íàøåì ñëó÷àå!) êóñî÷êîâ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A,
ïåðåâîäÿùåå ýòîò ïàðàáîëîèä â y = xTx, òî ðàçáèåíèå TP
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçáèåíèå Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîé

ðåøåòêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Âîðîíîãî íà

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêè

äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ TP .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ñâîéñòâà Æåíåðàòðèññû

Ãðàôèê G ïîõîæ íà �êóñî÷íî-ëèíåéíûé� ïàðàáîëîèä.

Íàéäåòñÿ ïàðàáîëîèä y = xTQx äëÿ íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q, êàñàþùèéñÿ G â

öåíòðàõ øåñòèóãîëüíûõ (â íàøåì ñëó÷àå!) êóñî÷êîâ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A,
ïåðåâîäÿùåå ýòîò ïàðàáîëîèä â y = xTx, òî ðàçáèåíèå TP
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçáèåíèå Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîé

ðåøåòêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Âîðîíîãî íà

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêè

äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ TP .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ñâîéñòâà Æåíåðàòðèññû

Ãðàôèê G ïîõîæ íà �êóñî÷íî-ëèíåéíûé� ïàðàáîëîèä.

Íàéäåòñÿ ïàðàáîëîèä y = xTQx äëÿ íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q, êàñàþùèéñÿ G â

öåíòðàõ øåñòèóãîëüíûõ (â íàøåì ñëó÷àå!) êóñî÷êîâ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A,
ïåðåâîäÿùåå ýòîò ïàðàáîëîèä â y = xTx, òî ðàçáèåíèå TP
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçáèåíèå Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîé

ðåøåòêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Âîðîíîãî íà

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêè

äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ TP .

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ñâîéñòâà Æåíåðàòðèññû

Ãðàôèê G ïîõîæ íà �êóñî÷íî-ëèíåéíûé� ïàðàáîëîèä.

Íàéäåòñÿ ïàðàáîëîèä y = xTQx äëÿ íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q, êàñàþùèéñÿ G â

öåíòðàõ øåñòèóãîëüíûõ (â íàøåì ñëó÷àå!) êóñî÷êîâ.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A,
ïåðåâîäÿùåå ýòîò ïàðàáîëîèä â y = xTx, òî ðàçáèåíèå TP
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçáèåíèå Âîðîíîãî äëÿ íåêîòîðîé

ðåøåòêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Âîðîíîãî íà

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêè

äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ TP .
À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

Òåîðåìà (Ð.Ýðäàë, 1999)

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî âåðíà äëÿ ïàðàëëåëîýäðîâ, ÿâëÿþøèõñÿ

çîíîòîïàìè, òî åñòü ïðîåêöèÿìè êóáîâ âûñøåé ðàçìåðíîñòè.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

Òåîðåìà (Ã.Âîðîíîé, 1909)

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî âåðíà äëÿ ïðèìèòèâíûõ d-ìåðíûõ

ïàðàëëåëîýäðîâ, òî åñòü äëÿ ïàðàëëåëîýäðîâ, ó êîòîðûõ

êàæäàÿ âåðøèíà ðàçáèåíèÿ T (P) ëåæèò â d + 1 êîïèè P.

Òåîðåìà (Î.Æèòîìèðñêèé, 1929)

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî âåðíà äëÿ ïàðàëëåëîýäðîâ, ó êîòîðûõ íåò

ñòàíäàðòíûõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 2.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ � 2

Òåîðåìà (À.Îðäèí, 2005)

Ãèïîòåçà Âîðîíîãî âåðíà äëÿ d-ìåðíûõ ïàðàëëåëîýäðîâ, ñðåäè

òðåõìåðíûõ äóàëüíûõ êëåòîê êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî

òåòðàýäðû, îêòàýäðû è ÷åòûðåõóãîëüíûå ïèðàìèäû.

Òåîðåìà (À.Ãàâðèëþê, À.Ã., À.Ìàãàçèíîâ, 2012)

Åñëè ïîâåðõíîñòü ïàðàëëåëîýäðà îñòàåòñÿ îäíîñâÿçíîé ïðè

âûêèäûâàíèè ñòàíäàðòíûõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 2, òî äëÿ

íåãî âåðíà ãèïîòåçà Âîðîíîãî.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Ãèïîòåçà î ðàçìåðíîñòè

Ãèïîòåçà

Àôôèííàÿ îáîëî÷êà òî÷åê k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêè èìååò

ðàçìåðíîñòü k.

Èíîãäà íàçûâàåòñÿ øèðîêî èçâåñòíîé, õîòÿ íèêòî íå ìîæåò

äàòü ññûëêó íà äîêàçàòåëüñòâî.

Âûïîëíåíèå ýòîé ãèïîòåçû íåîáõîäèìî äëÿ ãèïîòåçû Âîðîíîãî

â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ Âîðîíîãî ñóùåñòâóåò

äâîéñòâåííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå. Ãðàíè ìíîãîãðàííèêîâ

Äåëîíå è áóäóò äóàëüíûìè êëåòêàìè.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è
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Àôôèííàÿ îáîëî÷êà òî÷åê k-ìåðíîé äóàëüíîé êëåòêè èìååò

ðàçìåðíîñòü k.
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Äåëîíå è áóäóò äóàëüíûìè êëåòêàìè.
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Âòîðàÿ ãèïîòåçà Âîðîíîãî

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëîýäð P0 ñ öåíòðîì O

O

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

Âòîðàÿ ãèïîòåçà Âîðîíîãî

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîýäðû P1, . . . ,Pn ñ öåíòðàìè O1, . . . ,On,

êîòîðûå èìåþò îáùóþ ãèïåãðàíü ñ P0.

O
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Òîãäà âåêòîðû
−−→
OO1, . . . ,

−−→
OOn ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ðåøåòêè Λ è

áîëåå òîãî ïîðîæäàþò Λ.
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Ãèïîòåçà

Ñðåäè ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî âûáðàòü d, êîòîðûå îáðàçóþò

áàçèñ Λ.
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Äðóãèå çàäà÷è òåîðèè ïàðàëëåëýäðîâ

Çàäà÷à î åäèíñòâåííîñòè ïàðàëëåëîýäðà Âîðîíîãî äëÿ

äàííîãî ïàðàëëåëîýäðà;

Çàäà÷à î ïîÿñíîì äèàìåòðå.

À.Ãàðáåð ÌÃÓ

Ïàðàëëåëîýäðû: öåíòðàëüíûå ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû



Ïàðàëëåëîýäðû è èõ ñâîéñòâà Ãðàíè ïàðàëëåëîýäðîâ Ãèïîòåçà Âîðîíîãî Íåðåøåííûå çàäà÷è

THANK YOU!
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